Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

Chuwong 21 ) .
TAM VA VO

Nhu di n6i & phan mé dau: Thanh méi 1a d6i twong nghién ctru chinh ciia mén hoc
stc bén vat li€u, nhung trong ki thudt con xuét hién nhiéu két ciu c6 hinh dang khac nhu
tam, vo, thanh mong hay nhitng bai toan vé khéi....TAm va vo 1a nhimg bai toan vé co hoc
va thuong gdp trong cac linh vuc xay dung, co khi, hod hoc...vi v@y ching t61 manh dan
gioi thiéu van dé co ban nhat cua li thuyét vé tim va vo. Cing can noi thém rang: li
thuyét vé tdm va vo 1a rt rong 16n, n6 di va dang dugc nhidu nha bac hoc nghién ctru.
Tap sach cua X.P.Timosenkd, X.Voinovski Krige da dugc mot s6 nha khoa hoc Viét nam
dich va xuét ban nim 1971 v&i d6 day 665 trang. Cho nén chung toi nghi ring chwong
tAm va vo nay chi trang bi cho sinh vién mot s6 khai niém nao dé vé tm, vo. Chung t61
ciing chi méi chon loc mot s6 dang bai toan thuong gip dé gidi thiéu trong giao trinh nay.

T4m va vo 1a nhitng vat thé ¢ kich thudc theo mot phuong rat bé so voi hai
phuong kia. Kich thudc d6 dugc goi 1a bé day cia tAim va vo. Mit quy tich cach déu hai
mat gio1 han cua chung duoc goi la mat trung gian. Néu mat trung gian la phang thi ta goi
vat thé 1a tim, néu mat trung gian d6 13 mat cong thi ta goi vat thé do 1a vo. Cing can cir
vao hinh dang ctia mit trung gian d6 ma goi 14 tdm tron, tAm vudng, tim chir nhat...hay
vo cau, vo try, vo tron xoay...Ngudi ta con can cu vao ti I¢ bé day cua tm, vo dé xac
dinh ra loai tAm, vo mong hay tam, voO day.

X 8 1 \ 1N LA 9 \
-Néu — > 3 thi goi la tam, vé day.
e 8 1 \ c 1N LA 5 5
-Néu —«< 3 thi goi la tam, vo mdng.
Trong do lmin 12 canh ngén nhét cta tAm hay vo.
Bé déy cua tam, vo c6 thé thay doi, nhung cling c¢6 thé 1a khong doi. Thuong thi
cac két cau tAm va vo c6 bé day 8 khong dbi nén ta cha tam nghién ctru cac loai nay.
Khi giai cac bai toan vé tdm va vo chiing ta cd ging dién giai van dé gan VOl klen
thirc ma chiing ta dd hoc & cac phan trén. Chung ta nghién ciru trude cac bai toan vé tim.

21.1. TAM TRON CHIU UON.

Hay xét tAm tron c¢6 chiéu day khong ddi chiu udn dudi tic dung ciia cac tai trong
c6 phuong vudng goc voi mit phang trung gian va phan bd ddi ximg qua truc cta tim,
xem hinh 21.1.

Hinh dang ctia mat sau khi bién dang dugc goi la mat dan hoi (hinh 21.2). Goi w 1a
thanh phan chuyén vi thing dimg cta dém trén mit trung gian. Ta gia st w 1a rat bé so
v6i chiéu day ciia tim (w/h <1/5), khi d6 ta c6 thé bo qua thanh phan chuyén vi theo
huéng kinh va xem w nhu chuyén vi toan phan. Sir dung hé toa do tru vdi truc z tring
véi truc cla tAm, r va ¢ la ban kinh va toa do goc cua cac diém trong mat trung gian, khi
chua bién dang thi w lai méiit haim a40i vaii r (w khing phud thuiiic vaio ¢ vi li do ddi
xtmg ).w phu thudc vao vi tri mdi diém trén mit trung gian nén phwong trinh ctia n6 ciing
la phuong trinh mat trung gian. Pé don gian viéc tinh toan, ta thira nhan gia thiét cia
Kiéc-hép vé phap tuyén ciia mit trung gian nhu sau:
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Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

Hinh 21.1:Tam tron
chiu
tdc dung  cua tal‘

Ta xem rang cac diém vat ran nam trén dudng phap tuyen ciia mdt trung gian sau
bién dang s& dich chuyén den cac vi tri méi trén phap tuyén tuong ung cua mat dan héi.
N6i mot cach khac, phap tuyén ciia mit trung gian khong bi bién dang trong qué trinh

tam chiu luc.

Gia thiét nay dong vai tro quan trong nhu gia thiét vé mat cit phiang cuia Becnuli

trong 1i thuyét vé& uén cua thanh.

Nhu vay phap tuyén ciia mat cit trung gian bi xoay di mot goc ¢ trong qua trinh
tam bién dang (hinh 21.2). Vi li do dbi xting nén goéc xoay d6 hudng vé tryc cla tdm va

Hinh 21.2:Hinh
dang mat tdm sau
bién dang

tuong ty di vi thanh, goc xoay ¢ 1a dao ham ciia d6 vong w:

dw
C i (21-1)
b6 vong cang be khi C cang bé.

Bay gio ta hdy tach mot phan’ t6 vo
cling bé ra khoi tdm bang cac mit cat sau
day : hai mat cat di qua truc cta tm tao
v61 nhau mot goc do, hai mat tru c6 ban
kinh r va r+dr. Phan t& duoc biéu dién
trén hinh 21.3.

Ta hiy tinh bién dang cua 16p
mong (ijkl) song song v&i mat trung
gian.

Sau bién dang mit trung gian tré
thanh mat cong, cac phap tuyén bf va cg
trd thanh duong b'f'va c'g’, xem hinh
21.4.

G

?(‘{ r

7

Hinh 21.3: Phdn t& tinh

.-
hiAn Aan~

Ot
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Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

Hinh 21.4: Mat trung Hinh 21.5:S0 dd
gian trudc va sau Ung sudt trén mot
bién danag 141 mAne
Goc xoay clia cg 1a goc ¢ gom giita cg va c'g’. Goc xoay cua bf s& 1a {+d¢, goc
gom giita bf va b'f’. Bién dang dai theo phuong ban kinh &, 1a bién dang ti d6i cua thd
jk.

_ze+dg)-zg _ dg
! dr dr
Bién dang theo phuong vong duoc tinh boi d6 gidn cta duong kinh tron di qua kl.

Chiéu dai cua dudng tron trude khi bién dang 1a 2nr va sau khi bién dang 1a 2n(r + z&).

Vay:

(21-2)

£, = 2n(r+zg)—27:r _,S (21-3)
2mr r
Str dung hai mait cét ijkl vaijk1 song song v6i nhau ta c6 thé tach tir phan td trén
mét 16p mong (xem hinh 21.5).
Ta thira nhan ring Gmg sudt phap trén cac mit cit song song voi mat trung gian la
bang khong. Piéu thira nhan nay trong dwong voi viée thira nhén gia thiét vé cac 1op

khéng ép 1én nhau trong qua trinh tim bién dang. Tt dinh luat Hooke, ta co:

1 1
8r=E[Gr_MGt] ’ 8t :E[Gt_ugr]

Hay c6 thé biéu dién tng suit qua cac thanh phan bién dang:

0= oo ae)

(21-4)
E
6, = 1_—2(8t + Mgr)
Thay céc tri s6 cua g, va g cua (21-4) vao (21-2) va (21-3), ta duoc :
l—p” \dr r
(21-5)

Ez d
i (1
I—p \r dr

(Nhimg phuong trinh nay co6 phan giéng nhu cac biéu thirc bién dang, ing suit
trong Ong day da nghién ctru).
MGéi tuong quan giita ndi lyc va tng suat ciing can duoc xem xét.
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Ta xét lai phan tb abcdefgh. Vi li do

d01 ximg nén trén cac mat cat di qua tryc cua M, dedr
tam (mat begf va adhe) khong the cO Ung Mdr g c

suat tlep, nghia 1a khong co luc cét. Trén cac

mit cat try abfe va dcgh ta co cac ung suit (0+d0) (r+dr)d @ A —>
T2, Nghia 1a c6 thanh phan Iuc cit Q. Thanh .. —/"’ﬁ------ g

phan luc cit ndy cin bang véi tai trong dat . ( AANar
trén dién tich abed. Ngoai thanh phan lyc cat \\ -

d6 ta con ¢ cac thanh phan mé men uén M;
va M; (Q, M;, M, la cac thanh phén noi luc
trén don vi d¢ dai), hinh 21.6.

Tuong quan gitta ndi lyc va tmg suét

(My+dMy) (r+dr)d

Hinh 21.6: So db tinh ung
la: T
h/2 h/2
M, -rdp=r-do- Icr-zdz ; M, -dr=dr- Jct-zdz
~h/2 —h/2
Pua cac biéu thirc tinh tmg suat tir (21-5) vio ta co:

h/2
M, = E2 (dg ugj Izzdz

I—p” \dr r) n
h/2
M, = E . .(§+p-$]- Izzdz
I—p° \r dr) 5,
h/2 h3
Biéu thic tich phan: j 2> -dz= >

Twr d6 ta suy ra:
(21-6)

Trong do :
E-h’

D= 21-7
12(1 - p?) 1-7)

’ D dugc goi la @6 cting khi udn cua tim. Chiéu tat ca cac luc 1én phuong cua truc
doi xung, ta co:
(Q+dQ)(r+dr)d(p—Q-rd(p—p-rd(p-dr =0
Do do: p-r=di(Q-r) (21-8)
r

Lay tong mo men cua cac luc doi voi tryc y, truc ti€p tuyeén voi duong tron r trén
mat trung gian, ta co:

(Mr +er)(r+dr)d(p—Mrr-d(p—p-r-dr-d(p-%—
~M, -dr-do+(Q+dQ)de-dr=0
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B0 qua céac luong vo cting bé bac cao, cudi cing ta dugc:
d
Mt—d—(Mr-r):Q-r (21-9)
r
Vi li do ddi xung nén tat ca cac phuong trinh can bang khac lu6n thoa man.
Pem céc tri s6 M; va M, tu (21-6) vao (21-9) va gia thiét D 1a hang so0, ta nhan
dugc phuong trinh vi phén:
2
L6 de ¢ Qr
o dr> dr D
Hay c6 thé viét dudi dang:

d{1 d Q
1) |=—= 21-10
er dr(g )} D ( )
Nhu vay dé c6 ¢ ta chi viéc tich phan hai 1an biéu thic (21-10), tacéd:
3 C, 1
g—C1r+T—EHrIer]dr 21-11)

Trong d6 C; va C; 1a cac hing sb tich phan dugc xac dinh tir diéu kién bién cia
ting trudng hop cu thé

Tri sb luc cit Q duoc xac dinh tur phuong trinh p
(21-8) hay don gian hon, ta tach ra mot phan cia tAm, /
bang mot mat try ban kinh r (hinh 21.7) va xét sy can
bang cua phan do. Q ! i Q

Khi da xac dinh dugc £ ta s€ xac dinh dugc cac

mod men M; va M; theo (21-6) va cé thé viét duoc r
phuong trinh ctia mat dan hoi w theo (21-1).
So sanh biéu thire (21-5) va (21-6) ta tim duoc Hinh 21.7: So d&
biéu thirc clia g suét : tinh luc c&t QO
- = E-z )
r 1—},L2 >
E-z M,
c, = >
I-pu° D
Thay tri s6 D tir (21-7) vao ta c6 :
12M, 12M,
c, = e 'z, O, = e -z
Tri s6 cla ung suét cuc trj tai mat trén va mat dudi cla tAm sé 1a:
o™ =4+ 6111\/2[r ; oph =4 6}11\/2[‘ (21-12)

Vi du 1: Xac dinh dg vong va ng suét trong tém chiu tai trong phén bd déup &
hai truong hop: khi tam chiu ngam chung quanh va khi tam tya trén cac goi do tu do. Goi
R 12 ban kinh va h 1a chiéu day cta tam (xem hinh 21.8).
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Bai gidi:Tri so cua luc Q dugc xac dinh mot cach don gian bang cach s dung mat
cat tru ban kinh r dé tdch mot phan tam . Du lién két & bén ngoai nhu thé nao, tur di€u
kién can bang cua phan tam ta déu co:

Q-2nr=pn-r’ hay Q:%

\ !
ERENHERERY

- Dua tri s6 d6 vao biéu thirc (21-11) ta cb =
dugc bicu thire cua goc xoay : \ '
\ T
C - '
¢ = Cl T+ 2 _ p— |
r 16-D ; .
Véi diéu kién géc xoay tai tdm cua tam la '

béng khong, ta x4c dinh dugc C,=0, vay biéu i

hitc cua g4 d ] lai: My s
thire cua goc xoay dugc rut g03n al (TQM p

_~ . b1 i
6=C -2 (a) it

Bay gio ta hiy xét cac truong hop lién két Hinh 21.8:Tam chiu tai

khac nhau. Trudng hop thir nhét khi tim chiu trong phadn b6 déu khi

ngam chung quanh. Diéu kién bién s& la r=R thi chiu ngam va khi dat

¢=0. T d6 ta tinh dugc: trén gbi ddé tu do

PR~ _ P 2
© =D * ¢ 16D(Rr )

Theo cong thirc (21-6), ta co:
M, = %[Rz(l + u)—r2(3 + p)]

M, = %[R2(1+u)—r2(1+3p)]

Cin cir bicu thirc (21-1) ta tién hanh tich phan biéu thuc (a) theo r, ta c6 phuong
trinh ctia mat dan hoi:
4
w=_P_ C, —lerz L
16D 2 4
~ trongdo Cs la hang s tich phan duoc xac dinh tir diéu kién d6 vong tai mép ngoai
cua tam la bang khong, nghia 1a khi r=R thi w=0. Tt d6 ta c¢:

C3=1-R4
4

w=_Pr -(R2 —r2)2
64D
- béi voi truong hop thtr hai khi tam duoc dat trén cac gbi tua, khi d6 ing suét o,
(hay m6 men udn M;) tai mép 1a bang khong. Theo (21-6) ta co:
ds_ ¢
—4u-==0
dr " r
Thay biéu thirc ciia § vao ta co:
2 2
c, PR e —PRY
16D
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Tir d6 ta tim thay:

2

_PRE3HR. P 3FR R
16D 1+p 16D | 1+

Pua cac héng s6 tich phan da xac dinh vao céc biéu thirc tinh M, va M,, ta ¢o:

M, =%~(3+u)(R2 —r2)

M, =£-(3+u R2—1+3M-r2
16 3+

1

Phuong trinh ctia mit dan hoi co dang:
RZ 2 4
p {C3_3+p. r +r}

wW=—": _
16D l+p 2 4
Hing s6 C; duoc xac dinh tir diéu kién do vong tai mép 13 bang khong. Ta co:
_RY 5+u
4 l+p
W = p . l.5+u.R4_l.3+_u.R2r2+l.r4
16D |4 1+p 2 1+p

Biéu d6 mo men trong hai truong hop dugc biéu dién trén hinh 21.9.

M, i / %(1+ﬂ) M, m Mrl

RZA)/ i || pRZ RZ I Rz
nE R ey e,

8 i

H¢nh 21.9:Bidegu 446 md men My vai M,
khi tdum bé
ngalim val khi taum datt trdn hai

(Do tinh chat d6i xtng nén cac ndi luc chi can biéu dién trén mot nira cua tim. O diy bén
trai 1a M, va bén phai la M;).
Ung suat phap 1on nhat xuat hién tai ngam. Tai d6 chung ta co:

2 2
0120r22p161{ 'h%; GZ:Gt:2M1p6R 'h%; 0320
Vay tng suat tuong duong theo thuyet bén tng suat tiép 16n nhat s¢€ la:
o -6 -, 3. PR
td 1 3 4 nl
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Trong truong hop tAm twa trén cac gbi tira thi ing suat 16n nhat ¢ tim. Tai do, ta
co:
3+u 6p-R’
_2FH 0P = o,=0
16 h

6,=6,=60, =0,

Ung suit twong duong la:

3 p-R®
Oy =0, ~0; 3 (3+ M) 2
Ca hai truong hop déu c6 do vong 16n nhét ¢ giira tim.
Véi truong hop thir nhat:
4
wo =P R

mx =4
Vi truong hop tha hai:

_5+p pR’

W =
"™ 1+p 64D
Vi du 2: Xac dinh d9 vong va ung suat 16n nhit trong tm tron chiu ngam chung
quanh va lyc tap trung P & chinh gitta, (hinh 21.10).
Bai gidi: Trudc tién ta xac dinh tri sb cua luc cit Q.
Gidng nhu vi duy trudc, ta co:

__b
271
Dodotaco:
, . C p r
s=Cl-r+———-1-In—
r 4r-D R

: r
O tai tam (1=0), goc £=0; do do hm(r ‘In Ej =0 , tir d6 ta suy ra C}, = 0. Hang s6

r—>0
C! duoc xac dinh tir diéu kién bién khi =R, {=0. Véi diéu kién d6 ta ciing tim thiy
C, =0, do do: c= P -r~ln5
47D r

Vay biéu thirc cdc m6 men udn sé€ la:

M, :i[(l+p)-ln5—l}
4 r

R
M, =ﬂ<1+u>-m7—@

Biéu d6 md men udn dugc bi€u dien trén hinh 21.10. Ta thay tai gilta tam mo6 men
uon co6 tri sO tang 1én vo cung vi tai day tri sO luyc cat tang 1én v6 cung va diém ¢ tam trd
nén diém dac biét.

M M, M, \}NM]:

183
P http:¢/vietham12h.gom
ey C4x —H,

AN\
ANS\
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Trong thuc té khong c6 luc tap trung tai mot diém, luc tap trung chi co6 trong so dd
dé tinh, bao gio luc cling dit trén mot dién tich nao do, vi vy tri sd M; va trj s6 M, 1a hiru
han, (hinh 21.11).

Do vong tai tAm ctia tim c6 mot tri s6 xac dinh.

8nD r 2
2
Tir didu kién r=R, w=0, ta c6: C, = 2R
16m-D
Do d6 : w=—P_. l(Rz—rz)—rz-ln5
8n-D |2 r
Do vong tai tdm la:
2
wmax = p.R
16m-D

Vi du 3: V& biéu d6 mo men uén cho tdm chiu lyc tic dung tai trong P phan b
deu trén duong tron ban kinh a (hinh 21.12) va bi

ngam chung quanh. il F

Bai gidi: Ta c6 hai mién 1o rét: phan bén trong v |y .
dudng tron dudng kinh 2a va phan bén ngoai. 2 5

Phan bén trong tri s6 lyc cit Q=0, do do -

phuong trinh gdéc xoay sé€ c6 dang:

!
q=Cre AT
[

Vi tai tim ¢, =0, nén ta xac dinh ngay dugc V

N

C2=0, do do: Hinh 21 .12: So db tinh
L G = plr (D mé men tdm tron chiu
O phan ngoai tri s6 luc Q sé la: Tirm nhin KA A31
__P
2mr
Twr do6 ta c6 phuong trinh goc xoay la:
C! p r
=Clr+—2———rln— 2
%2 ? r 4nD a @

Cac hang s6 C;, C! va C), dugc xac dinh tir diéu kién lién két ctia hai mién.
Véir=a: CIZC,Z va Mrlerz.

Voir=b: =0.

Tir d6 ta c6 hé théng ba phuong trinh :
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C!
Ca=Cla+—=
a
C_p
a’  4nD
C, pb ., b

—_— - n_

b 4nD a
Phuong trinh thit hai cta h¢ théng d6 thiét 1ap tir déu kién M, =M,

C =C - €)

Cb+

, ¢ nghf la:

dg, dg,
—+ =] ==+
(dr Mgljr=a (dr UG, _
Giai hé phuong trinh, ta tim théy :
2
C =P ln2+1.a_2_1
4nD a 2 b 2
2
C;:L ll'lk-i-la—z
4nD a 2 b
o P
) ? 81;D
Tur do6 ta tim md men udn & cac mién nhu sau:
O mién trong: Mr:Mt:M lnh+1az—l = const
4r a 2b 2
b x i b 1 a a’ ]
O mién ngoai: M S0 U (IO P I DI (DY |
godi: M, 4n_( u)[ e bz] el D)
p i b 1 a a’
M =—|(l+p) In—+=—-— |- l—pn)—
e

Biéu d6 duoc biéu dién trén hinh 21.12
21.2.TAM CHU NHAT CHIU UON.

Khi xét tim tron chiu uén ta chi gdp cac ham chiu Gng suét va chuyén vi v&1 mot
bién sb. Trong bai toan nay ta gip cac ham s6 v6i hai bién s6. D6 1a khé khan khi giai bai
toan.

Céc gia thiét ma ta da str dung dé giai cho bai tam tron chiu uén déu dugc sur dung
e gidi voi bai toan tAm chir nhat chiu uén nhu gia thlet ctia Kiée- hop vé duong phap
tuyen cling nhu thira nhan bién dang va chutyen vi 1a rat bé so véi chiu day cua tam. Ta
thiét 1ap phuong trinh vi phan co ban ciia tim trong hé toa d6 Dé-cac.

21.2.1. Xét twong quan giira chuyén vi, bién dang va {ng suit.

Gia str ¢6 tim chit nhat chiu uén nhu hinh 21.13.

H¢ truc toa do dugc chon nhu hinh vé. Cac truc ox, oy nam trong mat trung gian
khi tAm chua bién dang va oz 1a phap tuyén cta mit trung gian do.
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Tach mdt phan t6 vo cung bé boi cac mat cat song song vdi cdc mat cat toa do xoz

va yoz. Phan t6 dugc biéu dién nhu trén hinh 21.14.
Cling nhu trén, ta xét cac bién dang theo phuong x va y cia mot 16p jkl (hinh

P(x,y

Hinh 21.13:Tam ch nhat Hinh 21.14:Phdn t6 tinh
Ahd11 117AR

21.15) cach mat trung gian mot khoang z.

~
nAA Tav~

X
1k N 3 b
5 P & ST S E=
1 2 -
— \// . = t
— o
y B ,
J
_an X
EY
Goi C 1a goc xoay cua phap tuyen ac (hinh 21.16). Tuong quan gitta £ va do vong
w la: Hinh 21. 15 so dé tinh Hinh 21.16:So0 dé tinh
’ hiAn AanA ~NAA~N rAATr
_ow
r g Iax
Goc xoay cua phap tuyén bf s€ c6 tri so 1a:
g+$~dx
) ox
Vay bién dang theo phuong x la:
c o'w
€. =z2-—=12 21-13
¥ ox  ox’ ( )
: _ 0 21-14
Tuong tu ta co: €, =2—; (21-14)

Xét dén bién dang goc trong 16p ijkl. Goi u va v 1a chuyén vi ciia cac diém

Theo phuong x vay, ta c6
ov Ou

YXy =——t+t_—

ox 0Oy

Tuong quan gitra u,v va wla nhu sau:
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ow
u=z-¢=2-—
0x

oW
i V=2Z-—
oy
o*w
OX0y

Ciing nhu trén, c4c tuong quan dinh luat Hooke, dugc viét dudi dang:

T do taco : Yy =22

(21-15)

Gy = E2'2(8x+l'l8y)

c, = EH2~2(sy+st)

Ty =G v,y = Yy

2(1+p)
Thay céc tri sd &y, €y Va Yxy duoc tinh tir (21-13), (21-14), (21-15) vao day ta co :
oo [azww_azwj

X 1_“2 ox2 ayz

2 2

o, = Z[OW, 0w (21-16)
oo 1-p’l oy ox

. E-Z.82W
¥ 14+pu 0xoy

Ngoai thanh phan 1y, trén cac mat cat con co cac ing suat ti€p Ty, va Ty, hudng

theo phuong truc z. O day chung ta cing thua nhan gia thiét vé cac 10p khong ép 1én
nhau trong qua trinh tim bién dang.

21.2.2. Cac thanh phan ndi lyc va phuwong trinh cin bilng
Trén mdi mit cat cua phén t6 déu c6 du sau thanh phan noi lye: luc keo, luc cat
theo phuong thang dung, luc cit theo phuong ngang, cac mé men ubn va md men xoén.
Song md men ubn nam trong mit phing trung gian c6 tri s6 qua bé nén co thé xem bang
khong. Thuc vay khi dx va dy 1a nhimg luong vo cting bé va c6 thé xem tng suit phap
phan bd doc theo dx va dy 1a phan bd déu nén n6 khong sinh ra cac mo men.
Ta ciing d& dang chtirng minh ring cac luc kéo va luc cit theo phuong x va y 1a

bang khong. Ta cé:
h/2 2 2 h/2
= ch-dy-dz:—E d};(a W+p-a W] J.Z-dZZO
1-p

~h/2 axz ay2 ~h/2
h/2 2 2 h/2
N, = J‘cy-dx-dz=—E d);[@ Vzv"‘u'a \Zj jz-dz:O

—h/2 l_u ay ox -h/2
h/2 2 h/2

Sxy: jrxy'dx'dZZ_E dX.a = J-Z.dZ:O
2, l+pn oxoy [,
h/2 2 h/2

S, = J“ny-dy-dZZ—E dy Ow jz-dz:O

“h/2 l+p  oxdy j,
Do d6 trén cac mat cat ciia phan to ta chi con lai ba thanh phan ndi lyc: mé men
uon My hodc My, m6 men xodn M,y va cac thanh phan luc cat Q,; Qy, (M6t lan nira ta
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nhic lai rang My, My; Myy va Qx, Qy 1a cuong do cac thanh phan ndi luc trén don vi dai).
Ta c6 cac biéu thirc twong quan giira (mg sudt va ndi luc nhu sau:

h/2 h/2

M, -dy= chdy-zdz; M, -dx = Icydx-zdz
—h/2 —h/2
h/2 h/2

M, -dy= erydy-zdz; M, -dx = erxdx-zdz

-h/2 -h/2
h/2 h/2 h/2

Hay M, = IGX -zdz ; M, = J.Gy zdz; M =M = Iryx -zdz

-h/2 ~h/2 -h/2

Pem thay cac tri s6 cuia ing suat (21-16) vao déy ta duoc:

2 2
M, =D o°w u.a vzv
ox’ oy
2
M, = —D[‘Zyw H-ZVZ} 21-17)
X
2
Pva =M X — __I)(l __Ll) ia v
Yy y: E%Ké%/

, E-h’ s an sz
Trong do: D m (21-18), duogc goi 1a do ciing khi udn cua tam.
Cac thanh phén ndi lyc cling nhu ngoai lyc dat trén phan td duoc biéu dién trén
hinh 21.17. Chiéu ctia ndi luc trén phan t6 duoc quy udc 1a dwong nhu trén hinh vé.
Chuyén tr mdt nay sang mat cat kia, cac thanh phﬁn ndi luc co gia s6 dugce trinh
bay nhu trén hinh 21.17.

Qydx dey+£(dey)dx
QXCiy qudji Eb(

X
0
M.dy_— pxdy /Mxydy+a (Mxydy)dx

O Qxdy+a%(Qxdy)dx

Y / z Myxdx+%(Myxdx)dy

M, dx + %(Mydx)dy Q,dx + %(dex)dy

Hinh 21.17: So d6 biéu dién cdc thanh phadn néi

~luc va ngoai luc o o
Chiéu tat ca cac lyc dat trén phan t6 xuong truc z va lay tong mé men cua cac luc

dbi véi truc x va tryc y ta dugc cac phuong trinh can bang sau day:
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pdxdy + Q, -dy - {Qxdy+§(Qxdy)dx} +
X

5 (D

+Q,dx —{dex +5(dex)dy} )

M, dx +2(Mydx)dy ~M, dx + [dex + E(dex)dy} -
oy ay @)
-M,dy+ {Mxydy + %(Mxydy)dx} =0

M, dy - {de}”ri(deY)dX} {Qxdwi(Qde)dX}dX -
15).4 oX

(3)
—|M_ dx +—(M dX)d +M_dx=0
yx ay yX y yx

Sau khi rat gon, ba phuong trinh trén c6 dang:
_ an + aQ y
[0 oy

Q __ M, My (21-19)
Y oy Ox

o __ M, M,
X aX ay

Dua (21-17) vao (21-19) voi cac gia thiét 1a h va D khong phu thudc vao x va y,
hai biéu thurc cuoi ctua (21-19) c6 thé viét lai nhu sau:

2 2
A
x| 0x oy

2 2
QyzDg{aijaw}

oy ox* oy’
Dung ki hiéu toan tir Lapolatxo V? ta c6 thé viét gon lai nhu sau:
0
=D—
Q. ox
Q —Divzw (21-21)
T oy

Viw (21-20)

o> o’
= 4+ —
aXZ ayZ
Pua (21-20) va (21-21) vao phuong trinh dau (21-19), ta duoc:

Trong do: %

2 2
p= D{ d V2w+a—2V2w
0 0y

2
X

Hay viét gon lai: P=D.-V*.V’w (21-22)
Phuong trinh d6 dugc viét dudi dang khai trién nhu sau :
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D _ o*'w o*w N o*w
D ox* ox’oy® oy’
Phuong trinh d6 dugc goi la phuong trinh cua S6phi Giécmen. Phuong trinh d6
khong nhiing dﬁng cho tam chir nhat ma con ding v6i moi tam khi stir dung h¢ toa do bé-
cac voi cac gia thiét ma ta da néu o trén.
21.2.3. Cac diéu kién bién. ) i
Nghiém tong quat cua phuong trinh (21-23) gdbm c¢6 hai phan:
w = f(x,y)+ ®(x,y)

(21-23)

Trong d6: f(x,y) 1a mot nghiém riéng; ®(x,y) 1a nghiém tong quat cua phuong
trinh vi phan thuan nhat: V:.Viw =0

Mot ham ¢ nao d6 ma thod man diéu kién V*w =0 thi s& duoc goi 1a ham diéu
hoa. Cho nén ham s ®(x,y) duoc goi 1a ham tring diéu hoa. Song khong phai tit ca moi
ham diéu hoa thoa man phuong trinh (21-23) di 13 nghiém cta bai toan. Chi c6 nghiém
nao thoa min cac diéu kién bién méi 1a nghiém cua bai todn va chinh d6 1a kho khan cua
bai toan tAm noi chung va hinh chir nhat néi riéng.

Cac diéu kién bién 1a nhu sau:

1. Bién 13 ngam. Gia sir tim c6 ngam tai hoanh d¢ x=a. Tai d6 ta phai c6 hai

didu kién: do vong va goc xoay theo phuong vudéng goc véi ngam la biang khong (xem

hinh 21.18): (w),_, =0 (21-24)
[@j ~0 (21-25)
aX X=a

|
S R A
= 7/
vy
Hinh 21.18: Hinh 21.19: Hinh 21.20:
Bién la ngam Bién la goéi Bién tu do

tirA
2. Bién dat trén gbi tya (xem hinh 21.19). ’ .
Tai d6 c6 hai di€u ki¢n: d§ vong bang khong va mo men uon ciing bang khong.

Gia sir bién c6 vi tri tai x=a. Vay: (w),_, =0 (21-26)
2 2
[aax\jwaay‘g =0 (21-27)

0’w

2 =

0.

Chii y rang voi diéu kién (w)_, = 0 kéo theo

Do d6 diéu kién (21-27) c6 thé viét gon lai la:

http://vietham12h.com



Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

0’w
> =0hayV’w =0 (21-28)

3. Bién treo tu do. Khi d6 ca ba thanh phan mg suét Gy, Tyx,Txy trén cdc bién
deu bang khong. Piéu kién do trong dwong voi mé men uén My, lyc cat Qy va md men
xoan Myx phai bang khong. Song néu c6 ca ba diéu kién thi s& méu thuan voi gia thuyét
vé phap tuyén thang Thyc vay vi da c6 Myx thi phap tuyén khong con thang nira. Do do
dé thé hién ca ba diéu kién thuong mo men x04n MXy duoc doi thanh luc cit.

Gia su trén doan AB=dx (hinh 21.20) ta c6 m6 men X04n M,ydx. Ta thay m6é men
xoan d6 bang mot ngau cia hai lyc P nguoc chiéu:
P-dx=M,,dx.
Viay P=M,,

. . . oM
Xét doan tiep BC=dx .Trén doan nay mo men xodn co tri sO la (MXY + ?yjdx .

. x oP x. 3 .
Thay no6 bang ngau luc (P + 8_j . Vay trén moi doan ta c6 mdt thanh phan lyc cat phu:

X
_ 0P _ oM,
boax x
Tai cac di€m & goc ta cd cac luc tap trung nhu P =M vaP=M . Nhu vay luc
cit & cac bién s& dugce trir di mot luong la:
oM,
Q, =
Y aX A Y r
Do do cac dieu kién M,,=0 va Q,=0 dugc thay bang mdt diéu kién duy nhat la:
9 oM, 0
Yox
2 2
Ta co thé viét: M, =0 hay 0 Vzv+ua V2V =0
oy ox
6M o*w o’w
— ~=0 ha +(2—p)- =0 21-29
Q-2 y Cn) o (21-29)

Vidu 4: Tinh tam chi nhat ¢o bdn bién tua trén cac géi tua va chiu tac dung cua
tai trong phan bd déu p. Goi 2a va 2b 1a céc
canh dai va ngin cta tdm (xem hinh 21.21).

Bai gidi: Chon h¢ truc toa do nhu hinh
v&, vi bai toan co tinh chat di xtmg nén ham
biéu dién theo phuong trinh ctia mat dan hoi 1a Ay AN
mdt ham chin. Diéu kién bién 14 nhu sau:

Vo1 x=ta, w=0, M;=0,

P
\

y=tb, w=0, M,=0.
Theo 21-28, ta co: ©
) N O
0w
{axz } =t - O (1) 2b
Y

Hinh 21.21: Tam chit nhat
chiu tai phdn bé déu dit
trén bdén gbi tua
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2
F W} -0 @
8}/ x=tb
Chon ham w dudi dang:
S nm-y nm-y ) . nn(a+x)
w=f(x)+ A ch + B, ysh sin 3
(x) Z[ h=—=+B,y Zaj - (3)

Trong d6 f(x) 13 mot nghiém riéng (ham chi phu thuéc vao mot bién sb). Ta phai
chon A, va B, ¢ w thoa min phuong trinh vi phan V>V’w = 0 va phai 1a mot ham chin.
Ngoai ra ddi voi x=ta cac sd hang khong phu thugc vao A, va By phai bang khéng. Ca
dao ham bac hai theo x hodc y ctia n6 cling phai bang khong

Dé xac dinh f(x) ta sir dung phuong trinh vi phan (21-23). Thay f(x) véo ta cé:

84f_£

ox' D

p x* 3 2
Pat flx)=—| —+oa-x"+B-X"+v-x+0
; (x) D(% B-x’+y ]

Trong d6 a, B, v, & 1a cac hang sb bat ki.
Ham f(x) phai 1a mot ham chin, vy o=y=0.
Tu dicu kién (1), ta co:

2
|:a W:| :0 Vé [W]x:ia :O

aXZ
Dé y dén tinh chat cia ham dudi ddu X cia (3), ta xac dinh duoc:
a’ 5a*
g 4 24
Vay : f(x)=£ L-)(4—1212-Xz+ia4
D\ 24 4 24
Do d6 : w:i(x4—6a2-x2+5a4)+
24D
- (Anchﬂwnysh nzy jsin n7(a +x) @)
13,5... 2a 2a 2a

Ham do véi moi gia tri Ay, By déu thoa man diéu kién trén cac bién tai x=ta. Bay
gi0 ta phai chon A, va B, sao cho thod man cac di€u kién bién vdi y=tb. Nghia la ta phai

2
c6: [wl,. = OV.’Q{G "ZV} =0 (5)
y=tb

Pé dat dugc diéu d6 phan dai sé ¢ biéu thic (4) phai dugc trién khai theo cac ham
luong giac:

P (¢ eaix 4 5at)= S sin MHETX)
24D(X 6a°x” +5a )_1,;.,(% sin 9
Vi o, =1If(x)sinmdx

a-’ 2a

Sau khi 1y tich phén ta duoc:
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_ 32pa’

- (nn)SD

Vay voi cac tri s0 n chan o,=0 va vdi céc tri so n 1¢:
64Pa*

(nn)5 -D

(1-cosmn)

n

o, =

Do d6 w co6 dang :

n 4
w = Z [—64pa + Anchn—ny + B, ysh nn-y}sin nnfa + x)

1,3,5... (‘EII)S -D 2a 2a 2a

Pé thoa mén diéu kién (5) véi moi gia tri cua x, hé s6 ciia mbi s6 hang phai thoa

man, nghia la :
4
A ch n7ntb +B,b-sh nnb __ 64[13
2a 20 (TCl’l) -D

PN N N YR N L P
2a 2a 2a 2a 2a

Tir d6 ta tim thay:

4 2+Tc—nbthn—nb
A —__>2pa 2a_ 2a
n 5
(nn) -D cthb
2a
/m
32pa’  2a
5
(m) D 4, 7mb
2a

B =

n

Vay phuong trinh ctia mat dan hoi sé la:
2
W= p(l—’tj){x4 —6a’x’ +5a* +
2Eh

1536a* & 1 y
z 1,3.,5... 1’14Ch7m—b
2a

{—(—L~+jlihfghjchfgzﬁ~jlshﬂny}ﬁnﬂn@l+X)}

mo 4a 2a 22 4a 2a 2a
Do vong 16n nhét 1a tai tim. V&i x=y=0, ta c6:

. TN
R T NaR e
0 2Eh’ n’ 1,3,5_“n4Cthb nn 4a 2a
2a

Ta c6 thé viét gon lai dudi dang:
4
pa
w,=¢ (7)
° 7 En’
Dé x4c dinh dugc cdc mo6 men udn My va My ta xac dinh cac dao ham hang hai
riéng phan cua w theo x va y:
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ox>  ER’ LA ChEEE

2a

2
(L by mb) Yy Yy g Y Sin—nn(a+x)
mn 4a 2a 2a 4a 2a 2a 2a

o*w _pli-p) 768a i 1

82w_6p(1_uz){xz , 128a’ i 1

ox>  Eh’ b
1,3,5... .ch——
2a
2
[y by m) gy 1 m  my oy () my
m 4a 2a N\ 2a 2a  2a 2a 2a 4a\2a 2a
>(Sinn-n(a-irx)
2a

Theo (21-17) ta c6 cac biéu thirc M, va M:

2 2
MX:—Da HG\;&/
ox* oy

2 2
M:D8 M@\j
oy’ [0

Mo men udn 16n nhat 1a tai goc toa d.Tri so ctia ching la:

2 » sin —
M, =22 —1+£Z (1-p)mn)’ 1 bymb,
©2 nt 55 4, mnb nmn  4a
ch
2a
sin 0
5 i
pa 32 2 2 b . mnb
M, = —u+— —(l-pfmn)| —+—th— |+
Yoo 2 H n 1325:“ 4 nnb{ (L=p)mn) [nn 4a a
n'ch——
2a
Hay co6 thé viét gon lai : v
M, =ypa’; M, =ypa’ ,
Cac hé s6 &, x, y phu thudc vao ti sbb/a. Néu lay
1=0,30 ta 18p dugc bang sau day (bang 21.1). o
Mot cach tuong tu nh}r vay voi tam chig ngam chung <
quanh (hinh 21.22), ta tim thay d vong 16n nhat ¢ tam:
4
pa
Vo = H gy S

Hinh 21.22: Tam
chiu
M;?ax :Bl -p32 noyAm r~hiinao mi1anh

Bang 21.1.
| ba | g | 1 Y
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1 0,6928 0,1916 0,1916
1,2 0,9856 0,2504 0,2004
1,4 1,232 0,308 0,2024
1,6 1,4496 0,3448 0,1972
1,8 1,6272 0,3792 0,1916

2 1,7696 0,4068 0.1856

3 2,1376 0,4756 0,1616

4 2,24 0,494 0,1536

5 2,2656 0,4984 0,15

6 2,2752 0,5 0,15

Bi theo b/a nhu trong bang 21.2:

Céac hé sb a ,B1 phu thudc vao ti s6 b/a. b/a Néu léy p=0,3 ta c6 mot tri sb o va

Bang 21.2
b/a 1 1,25 1,50 1,75 2
o 0,0138 0,0199 0,0240 0,0264 0,0277 0,0284
B 0,0513 0,0665 0,757 0,0817 0,0829 0,0838

Ta c6 thé tim thay cac trudng hop chiu luc khac cua tdm chit nhat trong céc tac
pham cua B.G. Galenski va Timoshenko.

21.3.VO MONG TRON XOAY.

Ta goi vo mong tron xoay 1a khi mit trung gian ctia vo ¢6 mot truc d6i xtmg. Vi &
nho nén c6 thé xem ung suit phap phan bd déu theo chiéu day cua vo. Diéu dé ciing c6
nghia 1a bé qua anh hudng cia thanh phan mé men uén. Cach tinh toan dya vao gia
thuyét d6 duoc goi 13 1i thuyét khong mo men.

Ciing can néi thém rang: trong thuc té c6 khi c6 nhimng luc tap trung tac dung lén
mot noi nao do cua vo hodc céd vanh dai tdng cuong, vung bién chiu ngam hay co6 su thay
d6i dot ngdt vé do cong, Gmg suat do mo men udn gay nén 1a rat dang ké. Song anh hudng
clia mé men u6n chi nam trong pham vi rat hep. O xa cac ving do anh huéng cua mod
men uén 14 rat bé c6 thé bo qua duoc.

Khi & cang nho thi 1i thuyét khéng mé men cang dang, cang gan voi thuc té. O
day ta chi xem xét trudng hop ap suét tac dung 1én vo c6 tinh chit ddi ximg, nghia 1a tryc
dbi xtmg cua vo ciing 1a truc ddi xtmg cua tai trong. Xét vo mong tron xoay chiu ap luc
phan bd déu bén trong nhu hinh 21.23.

Goi pm 1a ban kinh cong cta duong
kinh tuyén va p; 1a ban kinh cong ciia a)
duong vi tuyén tai mot diém nao do trén
mit phang trung gian ciia vo méng. Cac
ban kinh d6 la ban kinh chinh ctia mat
cong. Ching nam trén phap tuyén cua mit
cong tai diém dang xét. Goi 0 1a goc lam
b6i phéap tuyén nay véi truc dbi ximg cia 7
vO, pm va p1 1a nhitng ham sé ddi véi 6.
p: la doan duodng sinh cua mat non gidi
han boi day cia duong tron vi tuyén va
dinh 13 giao diém cta phap tuyén voi truc

Hinh 21.23:V0 mong tron
xoay chiu luc ap luc
phin hA d3n
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dbi xtmg cta vo. py, 12 ban kinh cong cua duong kinh tuyén tai diém dang xét. pm va P
cting duge xac dinh trén phap tuyén chung nhung 13 rang tim cong cta duong kinh tuyén
khong nam trén tryc dbi xmg clia mat (xem hinh 21.23a)
Ta tach ra khoi vo mot phan t6 boi cac mat sau day:
- Hai mit cét 14 hai mit non di qua hai duong vi tuyén rat gan nhau. Chung c6
cac duong sinh tao voi nhau mdt goc do.
- Hai mat kinh tuyén tao voi nhau mot goc de.

Phén t6 duoc biéu dién nhu trén hinh 21.23b.

V¢ 1¢ do a4ui xaing nan caic goic vuing ludn luén Azdiic baio ton trong qua trinh
v6 bién dang va vi vay trén cac mat cat khong co g suét tiép, chi co cac tmg suat phap
Om va o, theo phuong kinh tuyén va vi tuyén.

Chiéu tat ca cac lyc 1én phuong phap tuyén cua phén t6 ta c6 phuong trinh can
bang nhu sau:

p-p,p,d0de— 2csmSptd(psind—29 -206,-6-p,,d0- sind?(p =0
Vi dO va do 14 rat bé nén c6 thé xem sin? ~ % , sind?(p ~ d7(p Sau khi rat gon va
chia ca hai vé cho pu, p;, 8 ta dugc phuong trinh:
Om O _P (21-30)

Pm P O
Phuong trinh d6 duogc goi 1a phuong trinh Lapolatxo.
Dé thiét 1ap phuong trinh thir hai, chiing ta xét sy can bang ciia mot phan vo. Vi du
cit vo theo mot mit non cd dudng sinh tao véi truc mot goc O (xem hinh 21.25). Goi P
thanh phan hop luc cua tai trong trén phuong cia truc vo. Phuong trinh hinh chiéu cia
cac luc Ién phuong do6 1a:
G, 2n-r-0sin@=P (21-31)

Hinh 21.24:S0 do biéu Hinh 21.25:Né8i luc
, dién néi luc trén mdét A Sy s
rong do : NP : trén mat non
N vhan t6
r 1a ban

kinh ctia dudng tron day ctia hinh non.
H¢ phuong trinh (21-30) va (21-31) cho phép ta xac dinh dugc o va o. Ung suit
chinh thr ba 1a tmg suit ép gitra cac 10p song song v&i thanh vo. Ung sudt do co thé bod
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qua so voi 6y, va or. Thuc vay, vi du v6i diém trong cling, ing sudt d6 1a 16n nhét va bang
p, trong khi d6 6, va o ¢6 tri s6 vao c& p-%“ vap % , MA p; VA ppy, 12 T4t 160 50 V6i 8.

Vay trang thai (mg suét c6 thé xem 14 trang thai ing suat phang.

Trong qué trinh tinh toan ta phai sir dung dinh li v€ hinh chiéu sau day:

Pinh Ii 1: Néu trén m{t mat nao d6 chiu tadc dung cia mot hé ap luc p phan bd
deu thi du hinh dang cia mat d6 nhu thé nao, thanh phan hinh chiéu cia ap lyc trén mét
phuong nao do sé 1a tich cua 4p suat voi hinh chiéu cia mat do 1én mét phang vudng goc
v6i phuong chiéu.

Gia st mat F da cho (hinh 21.26), trén d6 ta c6 hé ap suat phan bo déu p.Ta phai
tim thanh phan hinh chi€u cta ap lyc P trén phuong truc x. Thanh phan d6 dugc tinh véi
biéu thirc tich phan: P = Jp cos pdF

F

Trong d6: ¢-goc gdm gitta phap tuyén cta dF va truc x.

Hinh chiéu dién tich dF trén mat 7t vudng goc vdi truc x va bang:
dF' =dF-cos¢

Do d6 ta c6 thé viétlai: P, =p- LdF’ =p-F'
F' 13 hinh chiéu cua F trén . o
Dinh 1i thir hai thuong gap 1a dinh 1i vé &p suat chat 16ng.

P.F

Hinh 21.26: Mat chiu ap Hinh 21.27: Mat chiu ap
AR AR e B T
Pinh li thir 2:Néu trén mot miat nao d6 chiu tac dung ap suat ctia chat long (hinh
21.27) thi thanh phan 4p luc thing ding 1 bang trong luong ca thé tich cot chat 1ong dat
trén dién tich do.
Trén cac hinh v€ 21.28 ta théy ap luc dat trén AD la bfing trong luc cua ca cot chét
long BADC du hinh dang ctia binh o phia trén 1a nhur thé nao.

Hinh 21.28: Két cdu cdc dang binh chiu
dp sudt 1o . 197
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Thuc vay, khi mit AD 1a ndm ngang thi 4p sudt ctia chat 1ong & moi noi 1a bang
nhau va bang p=y-x . y 1a trong luong riéng cua chat 1ong.

Theo dinh li thtr nhat, hinh chiéu cta ap luc tac dung 1én AD trén phuong thang
dung bang ap suit nhan véi dién tich hinh chiéu ctia AD trén phuong nam ngang. O day
dién tich hinh chiéu ciing chinh 14 no, do d6 ta co:

P =F-p=F-x-y

F-x 14 thé tich ctia cot chat 1ong & phia trén AD, vay P, 1a bang trong luong cia
ca cot chat 1ong phia trén AD.

Vi du 5:Vo ciu ban kinh R, chiéu day & chiu 4p sudt bén trong p (hinh 21.29).
Xéc dinh Gng suat trén thanh vo.

Bai giai: D4i voi vo cau, ta ¢o: pn=p=R va vi li do ddi ximg , nén:

p-R
Om =0 ="F7
25

R
Thanh phan tng suit tht ba coi G.= G
nhu bing khéng. Nhu vay ung suat
tuong dwong theo thuyét bén tng suit - :
. G =
lén nhatla: 6, =0, -0, = PR ’
25 dR

bicu kién bén cua vo la:

ﬂ<[6] Hinh 21.29: So do tinh ung

25 Bt e B
Vi du 6: Mot binh chira hinh try (xem hinh 21.30) chiu 4p suat bén trong p. Ban
kinh hinh try 13 R va chiéu day cua thanh binh 13 § . X4c dinh ng sut trong thanh binh.

Hinh 21.30: So d8 tinh Ung sudt cua binh hinh tru
1,7 S o118+ ]’\/‘\ﬂ +rAn

Bai giai : Ta tuong tuong cat hinh Vi mit cit ngang (hinh 21.30b) virt bo mot
phan va xét sy cin bang cua phan con lai. Ta ¢6 phuong trinh can bang:

G, -2n-R-8=P (1)
Théanh phan hinh chiéu ctia 4p lyc 1én day theo phuong ciia truc binh la:
P=7R%p
Tudé tacod : P=nR’p=c,_-2n-R-3
pR
Ha c, =— 2
y m =S 2)

Vi than binh 1a hinh try, nén p, =; p,=R.
Do d6 tir phuwong trinh Lapolatxo ta tim thay:
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o IR
0
Vay tmg suat vong 16n gap hai lan tng suét kinh tuyén.
Thanh phan tng suit thir ba xem nhu bang khong. Theo thuyét bén tmg suét tiép
16n nhat, ta c6 diéu kién bén cta vo try 1a:

€)

Oy =0, ~0; :%S [G]
So sanh v6i vi du 1, ta thdy binh chiu 4p suét c6 dang cau 1a loi hon vi 64 nhd
hon hai lan khi binh c6 do day nhu nhau.
Vi du 7: Thing ban ciu ban kinh R, chiéu day & (hinh 21.31) dung day chat 1ong

v6i trong lugng riéng y. Xac dinh tng suit trong thanh binh va v& cac biéu dd o, 61, G

D /(PE

oy
/3
/XTI
AN
MIN]
g
111
£
|

Hinh 21.31: So d& tinh tng sudt cua thung bdn cau
dung didy chat long
Bai gidi : Ta dung mot mat cat hinh nén chom ciu véi goc 2y (hinh 21.31b) va
thiét 1ap phuong trinh cin bing cho chém cdu do, thé tich ADECB duoc tinh bdi biéu

thirc: V= ]2271R3 siny cos” ydo

Tur @6 : \/=§75R3(1—cos3 (p)

Viét phuong trinh can bang tong hinh chiéu cac lyc 1én phuong thang dung, ta tim
thdy : o, =1 1ocos’e 1)

" 38 sino
Str dung phuong trinh Lapolatxo va cht y p,=p:=R v&i p = YR cos, ta dugc:

2 _ 3
s - R 3cos(p_ﬂ )
' 3h

sin® @

Céc biéu dd oy, o, duge biéu dién trén hinh 21.32. Qua cac biéu do ta thdy o, va
Gy 6 diém thap nhat cua binh c6 tri s6 bang nhau. O diém trén cung co tri s6 tuyét doi
bang nhau nhung ngugc du nhau.

Ung suit twong duong tinh theo thuyét bén ciia M, la:

Gy =0, —0G;

Trong d6 a la ty so gitra ng suat nguy hiém khi kéo va ing suat nguy hiém khi

nén.
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Hinh 21.32: Biéu dd ung

Suat
- Xét ¢ hai mién khac nhau: mién o, va o, la ngugc dau, khi d6 ¢ vung phia
trén ta co: G4 =0, —00C,

- X¢ét ¢ hai mién c6 oy, va G cung dau:
Ung suat tuong duong s€ co tri sd 6, =©

Do d6 biéu dd oy c6 diém giy khic tai vi tri thay doi ddu cta o, nhu trén hinh
21.32b. Tri s6 16n nhat 1a:

2

max R
Gy = y3h (1+oc)

Vi du 8: Xéc dinh tng suét trén thanh 6ng hinh xuyén ban kinh R chiu ap suat p
bén trong. Kich thudc ctuia hinh xuyén dugc bic¢u dién trén hinh 21.33.

b) Ou 7/_\_ ____ _[ 444 ‘;_4\* o

Bai gidi. Sir dung cc mit cat yudng go¢ voi be mit cia hinh xuyén, chia hinh
xuyén thémh%%:pp a%?h%&%g%[%%ﬁgg Vlolif ﬂg’) pﬁé]rfl Yglfg:%ly \%nxef%%s%uucéﬁ%éﬁg %éja phan trén
(hinh 21.33b). ) i

Thiét lap phuong trinh hinh chiéu cuia cac lyc theo phuong thang ding, ta co:

G, -2nd(a+Rsing)sing = pnl(a +Rsing)’ - aZJ

- - pR(2a + Rsin (p)
™ 2h(a+Rsing)
Tur phuong trinh Lapolatxo voi pm=R va pFM , ta tim dugc:
sin ¢
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Ung suét o, 1a cuc dai khi ¢ = —g

G pR 2a—-R
" 26 a-R
Vi on va 6 c6 cung dau, vdy g suat twrong duong theo thuyét bén g suat tiép
16n nhat :

mx _ PR 2a—-R
" 28 a-R

Vi du 9:Thung chtra hinh nén dung day chat 1ong (xem hinh 21.34) ¢6 trong luong
riéng 13 y. Xac dinh tng sudt trén thanh binh.

Bai giai: Dung mat cit 13 mit non vudng goc voi bé mit cia binh. Xét sy can
bang cua phan dudi. Viét phuong trinh can bang tong hinh chiéu 1én phuong thang ding,
taco:

G4 =60

2n-ytgo-6-6,, cosa=Q+Q, (1) o
Q 1a trong lugng ciia khéi chat long trong
hinh chop va Q; 1a trong lugng cua cot chat 1ong
phia trén hinh chop. Ta co : T
3,2
T-y'tga
Q= yig
3
va Q =y-my’-tg’alh-y) @
Thay (2) vao (1) ta tim thay:
G = v-y-tgo(3h - 2y) (3)  Hinh 21.34: So db tinh ung
6 . sudt cua thung hinh nén
Str dung phuong trinh Lapolatxo véi chi y chiia div chat lonag
Pm=0, P, = yigo va p= y(h—y), ta tim thiy:
cosa
h- tgo
5 ~1h=y) vt @
) cosal

I3 . ~ X X . . . h . A 71N
Lay dao ham theo y, ta s€ tim thay so cuc dai cua o tai yZE. Tri s6 do la:

max __ ﬁ tg(X

t

)

48 cosa

max
m

r A A 9 . 3 \ 4 c A 1N
Tuong tu ta c¢6 thé tim thay o dtai y = Zh va c0 tri so la:

2
Gzaxzi.ﬂ.tg_a (6)
16 & cosa
Om Vva o tai dinh cua hinh chop 1a bang khong.
Vi du 10: Dé c6 thé thuc hién cac cong tac ¢ sau dudi nudc nguoi ta di s dung
mot vo mong hinh parabdloit tron xoay va tha xuéng do sdu nhu hinh v&. V& biéu dd ung
sut bén trong thanh vo. Cho biét a=1m, b=2m va §=3mm.

hitp://vietham12h.com



Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

Bai giai: Xéc dinh hé truc toa d0 oxy nhu hinh 21.35. Dang kinh tuyén cua mat
parabol6it dugc biéu dién boi phuong trinh:

y=2y 1)
2 N r a
Thé tich phan trén cta vé tinh dén muc y 1a:
y naZ
V=|nx’dy= ? 2
! y="rV )
Thé tich phia trong ctia vo la: \'A 725 >.b 3)

Bay gid ta hily xac dinh mérc chat long
O bén trong ctia vd. Nghia la ta phai xac dinh
yiva Hy (hinh 21.35).

Ap suat p cua khong khi bén trong vo
12 bang ap suit cua chat long & do sau Hi.
Nghia la : p=v-H, +P, (4)

pa 14 4p suat khi quyén ¢ mat thoang
bén trén cua chat long. Mat khac p duogc tinh
theo dinh luat Boi-Maridt nhu sau:

p=p, .ﬁ (5) Hinh 21.35: Vo mong
Vi parabblbit
V| 1a thé tich twong Gmg véi y;, do d6 ta tha sdu trong nudc
co:
b2
P=P. —% (6)
Yi
b2
Theo (4) taco : pa-—2=y(H—b+y1)+pa
Y1
Turddtaco: yf+yf(pa +H- bj Pay,e
4 /4

Vi p,= latm va cac kich thudc da cho nhu trén hinh vé, ta co:
y, +1500y; =4-10’
Tur 6 ta co: y, =155,5cm

2

P=p, — b =16,55N/cm”®
Y1
Str dung mot mat cat hinh nén vudng goc véi mat vo va xét sy can bang clia phan
trén (hinh 21.35). Lyc theo chiéu truc dang tic dung 1én phan dang xét gdm co:
- Ap luc trong cua vo. Tri s6 1a: prx?
- Trong lugng cua ¢t chét long & phia trén cua vo:

2
-y 7'5)(2(H—b+y)—%y2

- Ap luc cta khi quyén: -pan‘x2
Tur d6 ta c6 phuong trinh can bang:
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Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

2
G, -2nx-8sin@=(p—p,) 7 x> —y-[nxz(H—b+y)— n;b y} (7)
Ta phai xac dinh sin6.
D& dang nhan thiy ring tgf=y'. Viy sin@=—>
1+y"
1
2 2
Do do: sinezé Y 1+4b2 -y (8)
al\b a b
Dé tinh o, ta phai xac dinh cac ban kinh cong pm va py
Taco: L: Y
Pm (1+y,2)5
3
a’ 4b* y |
Do g6 : =—|1+ = 9
P = oo 1T, )
1
x a’ 4b* y |2
' sin® 2b[ a’ b (10)
Ap suat tac dung 1én vo tai diém dang xét 1a:
p'=p-[p, +7(H-b+y)] (11)

Sau khi thay (8) vao (7) r0i dua vao phuong trinh Lapolatxo cing véi (9), (10),
(11), ta tim thay:

1

a’ H 1 yj 4b* y )2
c, = —p, =y ——1+—-Z || 1+ ==
" 4b6[p P y(b 2’ b a> b

2 p_pa_yb E_1+lz 2 .
a H y b 2 b 4b° y )2
G, = 2lp—-p, —vb| ——1+=| |- > l+—=
4bd b b 4b° y a~ b
I+
a~ b
Cac cong thirc d6 chi dung 65N/cm’
khi y bién thién trong khoang tur 0
dény;. ,
Néu y>y; thi p™=0 vi ap suét 130N/cm’ 175N/cm’

0 bén trong va bén ngoai 1a nhu
nhau. Song cac thanh phan lyc ma
ta tinh todn ¢ trén la khong thay
déi.Tri b ctia o, va o s 1a: _ - —

103N/c/m2
Hinh 21.36: So dé ung
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1

2 2 2
o =L Yilo o H Ly 1+4b2 Y
4b vy b 2 b a~ b

2

Yy

G, =———
4bd

1
1y 4b* y):?

“Lip- bl ——1+—-=L |1+ =
y{p P Y[b 2 bﬂ( a’ bj

Biéu db tmg suat duoc biéu dién nhu trén hinh 21.36.

21.4.LY THUYET TONG QUAT VE VO POI XUNG
21.4.1. Phwong trinh cin bang.
Trong trudong hop tong quat, ta phai dé ¥ dén sy phan bd khong déu cia o, va
o, theo chiéu day ctia vo. Khi d6 trén cac mit cit ciia phan tb, ngoai cac lyc cang con co

cac md men udn. Li thuyét
v6 ¢6 tinh dén cac md men
nay duoc goi 1a 1i thuyét
mo men.

Phan t6 duogc v& lai
trén hinh 21.37.

Trén hinh v€ d6 ta
dung chi s6 1 va 2 dé chi
cac phuong kinh tuyén va
vi tuyén. Goi TiT, va
MM, 1a céc tng luc va mo
men udn trén don vi do dai
ciia cac cung.Vi li do dbi
xtmg T, va M, ¢6 tri s6 nhu
nhau con T; va M; c6 thé
¢6 nhitng tri s6 khac nhau

Tods: M;ds, Qds,

e N4
/ \ Qds, +d (Qdsy)

T.ds, M;ds; +d (M;ds;)
+A(T.Ads-)

Hinh 21.37: So dd phdn té chiu luc tdéng

<
~115+

khi di tur vi tuyén nay sang vi tuyén khac. Do M; co sy bién thién nén trén cac mat cét
phai co6 luc cit Q va Q+dQ (Q 1a lyc cit trén don vi chiéu dai).Ta cling gia thiét rang
phan tai trong dat trén vo 1a dbi xing qua truc vo. Mot cach tong quat c6 thé phan tai
trong d6 thanh hai thanh phan: thanh phan theo phuong phap tuyén p, va thanh phan theo
phuong tiép tuyén cua dudng kinh tuyén di qua diém dang xét py.(Hé truc oxy dugc xac

dinh nhu hinh vg).

Thié:t 1ap cac phuong trinh can bang.
Chiéu céc luc 1én phuong truc z ta cd phuong trinh:

T, -ds, -

ds,

+T, -ds, ‘;1 +d(Qds, )= p,ds,ds,

2 1

Trong d6: R; va R; 14 ban kinh cong ctia dudng kinh tuyén va dudng vi tuyén.
Vi ds, =R, -d0 va ds, =R, -sin0do

Chu y goc do la goc cua hai mat cit kinh tuyén cua phan t6.

Nén phuong trinh dugc viét lai dudi dang'

T, T,

+

R, R,

1

_— R, sin0 21-32
R,R,sin6 dO(Q sin ) ( )
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Chiéu tat ca cac luc xudng truc ddi xtng cta vo, ta cd phuong trinh:
T,ds, sin® —[T,ds, +d(T,ds, )]sin(6 + d6)+ Qds, cos 6 —
- [st2 + d(st2 )]cos(e + d9)+ p,ds,ds, cos® —p ds,ds,sin0 =0

Hay:die[R2 sin O(T, sin © + Qcos )| = R R, sinB(p,, cos O —p, sin 6) (21-33)

Lay tong md men cua cac luc dbi véi truc y ta duge:
Qds,ds, —d(M,ds, )+ M,ds, cos®-dp =0

Hay: Q-R,R, sine—die(M1 ‘R, sin 6)+ M,R,cos0=0 (21-34)

Vilido d6i xtg nén cac phuong trinh khac hoan toan thoa mén.
Lay tich phan phuong trinh (21-33) ta dugc:
R, sin G(T1 sin0 + Qcos 9) =C+ j-Rle sin G(pZ cosO—p, sin G)de (21-35)

Goi r 1a khoang cach tu diém dang xét dén truc dbi xung, ta ¢ cac lién hé sau
day:
R,dO=ds,vaR,sinO=r (21-36)
Thay (21-36) vao (21-35) ta s& dugc bleu thirc the hién
su can bang ctia mdt phan vo (xem hinh 21.38). Hang s6 C 1a r
tuy thudc luc doc truc dat 1én vo.That vay, xét su can bang cua
phan vo ta co: P,
(T, sin®+Qcos®)2mr = P, + J.(pZ cos® —p, sin 0)27xrds,

Trong d6 po=2nC 1a lyc tap trung doc theo truc cta vo. Q
Néu thay (21-36) vao day ta lai duoc biéu thie (21-35) T, T
Dé tién trong qua trinh tinh todn sau nay, chiing ta sir .
dung cac biéu thirc sau déy: Hinh 21.38:

F(G)szsine(Tl sin6+Qcos9) Trang thadi ch_iy
lire cita ohiAn 6

hay
(21-37)
F(6)=C+ _[Rle sin 6(p, cos® —p, sin H)dO
Trong cac truong hop thuong gap ham F(E)) c6 thé xac dinh tir diéu kién can bang,
vi vay ham do6 duoc goi 1a ham tai trong.
21.4.2. Phuwong trinh twong thich giira ! ) )
chuyén vi va bién dang. P, Trudc bien

Khao sat doan cong AB nam trén mat
kinh tuyén cta v6 va cach mit trung gian mot
khoang cach z. Do su bién dang cua vo, doan
cong d6 co cac chuyén vi. Goi A'B’ 13 vi tri méi
ctia AB sau bién dang xem hinh 21.39.

Ki hiéu u, va w, 13 cac thanh phin
chuyén vi cia mot diém nao d6 trén AB theo
chiéu truc va chiéu vudng goc voi truc trén mat
kinh tuyén. Goi C va D 1a chan cac phap tuyén
cua mOt mat trung giandi qua AvaB,uvaw la
thanh phan chuyén vi ctia cac diém trén CD va

Aan~

u,+du,

Sau bién
v Aan~
Blr

w,+dw,

w+dw

http: //V|etnam12h comHinh 21.39: So do
chuyén vi cua phdn té
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12 géc xoay cua cac phap tuyén sau bién dang, ta c6 cac biéu thirc twong quan
A'B’,C'D’. va AB, CD nhu sau:

AB =AB(l+¢,)
C'D'=CD(1+¢,)
Trong do €1, va g 1a cac bién dang cua AB va CD.

Xét da giacCDC'D’ (hinh 21.39), chiéu da gisc d6 xudng phuong ngang va
phuong thang ding. Ta co:

w +CD(1+¢, )cos(0 +¢)—w +dw —CDcos® =0
u+CD(1+¢,)sin(6+¢)—u—du—CDsin®=0
Chu y € 1a nhé so véi 6 va CD=R;d#, ta s& dugc:

dw__ —gsinO +¢, cosO
R,d6
(21-38)
=gcosO+¢,sinf
R,d6
Tuong tu ta c6 thé viét:
4w, —csinO+¢,,sinO
(R, +z)d6
(21-39)

du

——=¢cosO+¢g,sinO
(R, +2z)d0 E IZ
Bay gio chiéu da gidac AA'CC'1én phuong ngang va phuong thang démg. Ta

W, =W +zccosO
duogc: . (21-40)
u, =u+zEsin6

Thay w, vao (21-39) s€ duogc:
dw oz d(6cos0)
(R,+2z)d® R, +z do

Dua vao biéu thirc dau cua (21-38) ta c6 thé khir w trong biéu thirc ndy va s&
duoc:

=gsinO+¢,, cosO

z dg
&,=¢& + N
R,+z dO
Vi z 12 v6 cting bé, nén c6 thé viét lai:
. =& vz 4 (21-41)

€

Nhu vy ta c6 duoc bién dang theo phuong kinh tuyén.

Bién dang theo phuong vi tuyén €, dugc xac dinh bang do gidn cia mot duong
tron qua A ban kinh r:

€, = "
* (R, +2z)sin0
Péi vai diém g, =— (21-42)
R,sin®

Vi biéu thirc (21-40) c6 thé viét lai:
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€,, =€, +zictg9 (21-43)
R2
Thay tri sb w tir (21-42) va biéu thirc dau (21-38) ta co:
d
R1g=ctg9(R181 —stz)—E(stz) (21-44)

21.4.3. Twong quan giiia ing luc va bién dang. ) )
Theo dinh luat Hooke cac twong quan giira ing suat va bién dang 1a nhu sau:

E
Glz = w(glz + M82Z)

GZZ = 1—“2 (822 +H'glz)

Thay céc biéu thirc (21-41) va (21.43) vao ta dugc:

E 1 dg o |
c,, = g +Uue, )+zl ——+pn——ctgb
AR ETh (1 +ues) (Rlde "R, gj
E | S Ig dg |
c,, = €, +UE )+z ctg +
* 1—M2_(2 e,) (Rz s uRldB_

Tu do dé dang xac dinh dugc cac thanh phan tng lyc va m6 men ndi lyc:
h/2 h/2
T = jclzdz ;0 T, = IGZZdZ
-h/2 -h/2

h/2 h/2

M, =- IGIZ zdz ;. M, =- IGZZ -zdz

~h/2 -h/2
Dau trir @€ chi m6 men uon lam céng thé ngoai.
Sau khi tinh céc tich phan, chung ta co:

Eh
T1=1 2(81+H82)
—u

(21-45)
T2 = I_Mz (82 +]J.81)
M, ——D|:L$+u S ctge}
Rido TR, (21-46)
d

Trong do :

Eh’
121 —pu?
Tir cac phuong trinh (21-45), ta tim thay:
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1
€ = Eh(T —uT,)

1
= (T —uT,)
Noéi tom lai ta dugc tam phuong trinh (21-32); (21-33); (21-34); (21-44); (21-46);
(21-47) véi tam an sb Ty; To; Mi; Ma; Q; € ;5 €1 va ;. bé gidi phuong trinh trén ta tim
cach dua hé vé dang d6i ximg.
21.4.4. Pwa hé phwong trinh vé dang ddi xirng.
Thay tri s6 €1va g, tir (21-47) vao (21-44), ta co:
Rsfr, -, )} (21-48)

T, d
ER ¢ = ctgd —L(R, + uR R, +uR
G= ctg{h( +uR,)- h( +u )} de{h

Bay gid quay trd vé hé phuong trinh can bang. St dung biéu thic thir hai (21-
37), phuong trinh (21-35) dugc viét lai dudi dang:

(21-47)
€, =

F(0)
= ————~——Qctgb
R,sin" 0 Qete
Thay biéu thirc d6 vao (21-32), ta duoc:
F(0) 1 d
T, R,——F———- R
~ P R, sin’0 R, dB(Q 2)
Str dung céc ki hi¢u:
d%(*)= (*); QR, =V (21-49)

Sau khi thay T; va T, vao (21-48), ta co:

R R R R "R

EhR c=—2V"+| —2ctgb+| —= ~V’——lctg’9—h——2-V’—
R, R, R, R, h R,

R, R
—uVv ctg%—i—h(dgej + F(?) —L_ 2 l.ctgO+h &Jrﬂ _
h sim“0 |\ R, R, hR, h
R2-p
_h( 2h Zj_(Rz"'HRl)'Rsz

Thay tri s& ctia My, M, tir (21-46) vao (21-34), ta dugc:

R R R R " R
—20"+| —Zctgd+| —= ~g——1g-ctg26+3h—-—2~g'+
R, R, R, R, h R

B ar s R,
Z(hictgd—hk=——L.V
+h( ctgd—h) 5

Hai phuong trinh cudi cung chi chira hai an s6 V va C.
!
!

Ki hiéu : L(*):%(*)H+ %ctg@+[%} () —%ctgze(*) (21-50)
1 1 1 2

Ta c6 thé viét ching gon lai nhu sau:
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L(V)+puV + chtgG —R—2V j EhR - ¢+ ¢(6)

h 1
(21-51)
3h' R, R
L(c)- —| peetgh + —2E' |[=——+
(&) =ne+= [uq B0+ E..] -
Rp ’
Trong d6 : (I)(O):h(%j +(R, +uR,)R,p, —
O IRy Ry g ey b (21-52)
sin” 0 R2 Rl th h

bo 1a dang tong quat cua v mong tron xoay tinh voi li thuyét c6 mé men. Poi
khi® duogc thay bang bién sd r (r 1a khoang cach tir diém trén mat trung gian dén truc dbi
xung), cac phuong trinh s€ c6 dang don gian hon mdt it vi toan tur L( ) viét gon hon,
song viét dudi dang d6 phuong trinh s& rat kho giai véi nhiing diém dac biét khi 6 = 7t/2 .
Giai hé trén ta s& tim thay ¢ va V, do d6 ndi luc, bién dang va cac chuyén vi u va w dugc

xac dinh . Thuc vay:
M, =-D| - 1 dg _‘_Mctgﬁ_g
R, d6 R,

M, =-D L(:tg9+uL ds
R, R, do
A\
Q—R2
Vanhu ¢ trén ta da co:
R sin’ 0 R,

1
va T, =pR - — _* =%
2 =P R,sin’0 R dO

Cubi cung tir (21-47) nhan dugc:

1 [ﬂ V ctgh- u(lﬁ R _ﬂ_L.‘WH

€
Eh

sin’® R, R,sin*® R, dO
(21-53)
| F(0 1 dv F(O \%
Y O I R
Eh R,sin"6 R, d§ R,sin’0 R,
Céc thanh phan chuyén vi u va w duoc xac dinh tir (21-39) nhu sau:
d—W=R1(alcose—gsin6)
de
p (21-54)
d—g:Rl(alsin6+gc056)

Céc thanh phan Ung suét sé& co tri so la:
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oM,
Glz :f'f‘Z' 3
h (21-55)
T,  12M,
C,, =—+2—
h h

Khi d6 day h 1a hang s thi cac phuong trinh (21-51) va (21-52) s& c6 dang don
gian nhu sau:
L(V)+uV =Eh-R ¢+ (0)

Trong do:

¢(e) = h[%} + (Rz +UR, )Rsz - F(e) (& - &}Y[ge + (%)

sin0 [{R, R, .

21.4.5. Piéu Kién bién.

Tich phan hé phuong trinh (21-51) ta ¢6 bén hang s tich phan. Cac hang s6 d6
déu x4c dinh tir cac diéu kién bién cua bai toan. Nghia la phu thudc vao diéu kién ¢b dinh
& bién cling nhu cach chiu Iyc hodc chuyén vi ¢ bién.

Ta xét mot sb trudng hop cu thé sau day:

a.0 bién ciia vé chiu ngam cikng, (hinh 21.40):
Ta c6 hai diéu kién sau day: P
- Goc xoay cuia phap tuyén cia
mit trung gian 13 bang khong £=0.
- Chuyén vi theo phuong
huéng kinh 1a bang khong w=0. '
Piéu d6 din dén diéu kién (cong _
w Hinh 21.40:

thirc 21-42): g, = —=0 . . . . .
R, sin0 Vo chiu ngam cung O
bién

Hai diéu kién khéac duge x4c dinh tir
bién thir hai cua vo.

Chung ta cling chi ¥ rang, v6i lién két ngam chuyén vi ¢ theo chiéu tryc ciing
bang khong. Dé cé duogc tri sd ¢ chiing ta phai tich phan phuong trinh tht hai cua 21-54,
nhu vay trong phuong trinh: u=0

Ta c6 thém hang s tich phan méi va s& trd thanh hé 5 phuong trinh véi 5 4n sb.

b.O cdc bién ciia vé chiu tii trong Ty, O va mé men My (hinh 21.41).
Qk Qk
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Xét sy can bang ciia mot phan td ngay st bién ta duoc:

. o Ti=Te, Q=Qr, M;=My ) .

Song hai diéu kién dau khong phai 1a cac phuong trinh doc 1ap. Néu mot di¢u kién
duogc thoa mén thi didu kién thir hai cing thoa man va ham F(0) tu biéu thirc (21-37) s&
dugc xac dinh.Thyc vay, v6i phan té ma ta d xét trude day bay gio duoc viét lai nhu
sau:

T, sin®, +Qcos6, =T, sinO, +Q, cosO,
Vay néu T=Ty thi Q=Q, do d6 diéu kién bién chi con lai hai diéu kién:
) Q=Qx va M ;=M
Néu bién gidi ctia vo 1a tu do thi diéu kién bién sé€ la:
Q1:O va M]ZO
c. Trwong hop hai vé tiép néi nhau, hinh 21.42a.

Khi c6 hai vo ni nhau, sé hiang s tich phan phai xac dinh 13 tam. Ta phai x4c
| dinh tam phuong trinh dé
i xdc dinh tam hang so do.
| Bon phuong trinh dugc
: thiét 1ap tir cac diéu kién &
|

cac bién riéng biét , con

bén phuong trinh khac

i duoc thiét 1ap tir diéu kién

i AV tiép gidp gitra hai vo. Xét

phan t0 dugc tach ra tu

diém tiép giap (hinh
21.42b).

Gia su ds! -0, déng

thoi voi ds], tir diéu kién
can bang ta duoc:
M| =M/

Néu chiéu cac luc
Xuéng truc cua vo ta dugc
diéu kién dé chon ham
F(0). Piéu kién tht hai co
duoc khi chiéu tit ca céc
lrc xuéng mot phuong nao

Hinh 21.42: hai vo ndéi tiép nhau
(a) va phdn té chiu luc duoc tdch
ra tu diém tiép gidp (b)
d6, vi du theo phuong ctia Q' chang han.
Khi do: Q' =Q"sin(0, -0, )—T"cos(0, - 9,)
Nhu vay ta da c6 hai phuong trinh. Hai phuong trinh khac duoc xéac dinh tur diéu
kién chuyén vi hodc bién dang ctia vo. Tai diém tiép giap ta phai co:
g=ghw=wn (gh=s)
Thanh phan chuyén vi u nhu trén da néi la khong can xét dén.
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d. Vo tru kin. 5

Vidu ‘C(') v0 tru kin nhu hinh 21 .4}3, khi d6 bién thir hai 1 :
6 ban kinh bang khong. Nhu vay cac hang so tich phéan co tri ‘ i \

sO tién toi vo cung, dieu d6 khong dung véi thuc t€, vi Uing i

suit va bién dang tai d6 c6 tri sé gi6i noi, do d6 diéu kién bién Hinh
tai dinh (diém 2) la: Czo0; Ti00 21.43:
e. Vo tru dwoc co dinh cd hai bién. Vo tru kin

Khi d6 néu biét cac phan lyc & mot bién thi mdi xéc
dinh dugc ham F(0) tir diéu
kién can bang. Trong nhiéu trudng hop nhu cac vi du trén hinh 21.44 ta chua c6 cac phan
luc tai cac bién, do d6 dé xac dinh F(0) ta phai c6 cac diéu kién khéc.

Ta cling goi loai bai toan do 1a bai toan siéu tinh.

Viéc x4c dinh diéu
kién bién cua bai toan
siéu tinh ciing tién hanh
tuong ty nhu hé si€u tinh.
Trén mot bién nao d6 cua
vo, ta dat cac luc p thay
cho phan luc cua gdi tua
va tinh F(0) theo p (xem Hinh 21.44: a)Vo tru duoc co
hinh 21.44b). dinh ca hai bién

Sau d6 p duoc xac b) So dé tuona duona
dinh tr diéu kién chuyén
vi u theo chiéu tryc tai cac diém trén bién 1a bang khong. Nhu vay ta cé sau hing s tich
phan phai x4c dinh: [ bn hang s6 tich phan cta hé phuong trinh (21-51), mot hing sb
tich phan khi lay tich phan phuong trinh thr hai cta (21-54) va tri s6 cua p ], song ta cd

sau diéu kién bién nhu sau. Vi du vo trén hinh 21.45.
@\”

Trén bién 1 ta phai co:
¢=0;¢e,=0;u=0
Trén bién 2:

M, =0;Q=

cosO;u=0

T,

Vo trén hinh 21.45. aQ
Trénbién 1: g=0;¢,=0;u=0 Hinh 21.45:
Trénbién2: g=0;¢,=0; u=0 So dd tinh
' ’ toan
21.5. UNG SUAT UON TRONG VO TRU CHIU AP

SUAT BEN TRONG.

O phan trén chung ta da thiét 1ap cac cong thirc tong quat dé tinh vo khi ké dén
cac md men udn. Khi tinh toan cho nhitng truong hop cu thé nhu vo 1a hinh chép hay mot
hinh cau véi chiéu day khong d6i, cac cong thirc s& duoc rat gon hon, song sy tinh toan
van con phuc tap. Vi pham vi ciia gido trinh khong cho phép ta dua tat ca nhimg didu d6
vao ma & ddy ta chi dé cap mot truong hop don gian nhat 1a v try chiu ap lyc bén trong.

Vi du vé6i vo tru nhu hinh 21.46a, xét phan t6 dugc tach ra boi cac mit cit qua
kinh tuyén va vi tuyén (xem hinh 21.46b).
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Cac phuong trinh dugc rat gon lai nhu sau:
- Chiéu tit ca cac luc xuéng truc cua vo, ta co:
dT,Rde + p,Rdedx =0
- Chiéu céc luc xudng phuong phap tuyén:
-T,dx-dp+dQ-R-dp+p,-Rde-dx =0

P.R dedx

(M;+dM; )

(T,+dTy)

(Q1+dQ1)

Hinh 21.46: Vo tru chiu
dp sudt bén trong (a) va
L itna suAdt 1ubn khi vo lirc chin
- Lay tong m6 men cua cac luc vai truc y:

Qdx +dM,
Ttr phuong trinh dau ta cé: T, =C- J‘pldx

Néu p=0 thi T, 14 hang sd.
Tur phuong trinh thir hai ta co:

T
4Q, =p, —— (21-56)
dx R
. , 1A dM
Phuong trinh thir ba cho ta lién hé: 1 =g (21-57)
X
Vi tinh chat d6i ximg nén nhiig phuong trinh cin bang khac luén luon thoa man.
Ki hiéu w 1a chuyén vi theo phuwong ban kinh va ¢ . ¢
1a gbc xoay cta phap tuyén mit trung gian (hinh 21.47), ta *_4
dé dang tim thay tuong quan: '
gRa
dw _ c (21-58) _\; ______________
Codx
. AD(_) gian da,I ti doi cua mc_gt thf)’ AB cach mat trung Hinh 21.47: So
gian mdt khoang céch z do udn gay nén la: N -
do tinh chuyén
Zd_g vi w
dx ,
D¢ gidn dai toan phan cuia AB phai tinh dén d gian do lyc doc truc gay ra:
€,=¢+ zE (21-59)
dx
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Trong d6: &; 1a d6 gidn twong ddi tuong tng clia mit trung gian.
Bién dang dai ti d6i theo hudng ti€p tuyén vong s¢€ la:

£y, = — (21-60)

Céc bicu thiic (21-59) va (21-60) thay thé cho cac biéu thic (21-41) va (21-43).
Tur dinh luat Hooke tong quat ta co:

E E w dg
S =W(Slz +H822)=W € +HE+Z'_

dx
(21-61)
5, =—= (,, +pe )——E ue +E+uz$
2 1—“,2 2z 1z l—pz 1 R dX
Tir d6 ta dé dang xac dinh céc thanh phan mé men udn va luc kéo véi cac biéu
thure:
h/2 h/2
M, = IGIZdZ; M, = IGZZdZ
-h/2 -h/2
h/2 h/2
T, = Icldz; T, = jczdz
-h/2 ~h/2

Thay céc tri s0 o) va G, vao ta co:

W2
M, = Ez I 81+MXJZ+ZZ.$dZ
I-p” 7,0 R dx
E h/2
M, = 5 J. M81+EJZ+MZZ~$ dz
I-p” 5, R dx
W2
T, = EZ I 81+uﬁj+z-$ z
1—p” {5 R dx
E h2 [
T, = 5 J. H81+XJ+HZ'$ z
1-p” {5l R dx
Vi sl,wvé%khéng phu thudc vao z nén:
X
h/2 h/2 h/2 h3
Idz=h; Izdz=0 : Izzdz=—
—h/2 -h/2 —h/2 12
Do do6 ta co:
3
M, = Eh - .EZD.E
12(1-p°) dx dx
s q 4 (21-62)
E S S
M, = = —yu.D-==
i) e P i
T, = Eh2[81+p-ﬂ)
I-p R (21-63)
Eh (w
T, = —+ e
2 I—Mz(R u lj
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Khir & trong hai phuong trinh (21-63) ta tim thay lién hé:
T, :E?ther1 (21-64)
Tir phuong trinh dau cta (21-62) va tir (21-58), ta c6:
d*w

2

M, =D-

dx
Thay vao cac phuong trinh vi phan (21-57) va (21-56), ta dugc:
d*w N T,
ax* R )
Tinh T, tir (21-64) va thay vao phuong trinh cu6i cung nay, ta dugc:
d*w  Eh P T,

—t S —W=—"—u——
dx* R’D D lLlRD

D

Str dung céc ki hi¢u:

=4 (21-65)

Phuong trinh vi phan trén dugc viét dudi dang:
w™V) 4 4ktw = p—“—“—Tl
r D RD 1 r
Trong do Tl‘xem nhu da biét, vi do ’lé }}ai ung luc theo chi€u truc. Néu p=0 thi T,
duoc xac dinh tir di€u kién chiu luc & hai goi dau. ‘
Khi phuong trinh (21.65) da dugc giai, nghia la ta da c6 w thi cac thanh phan mo
men va ndi lyc khac déu dugce xac dinh. Thuc vay ta s€ co:
M, =Dw’
M, =uDw" (21-67)
Q — DW L4
Ta d& dang tim thay cac thanh phan tng suit nhu sau:
T, , 6M,
o, =—*f——
h, h’
T, , 6M,
c,=-2+—2%
* h o n
Bay gio ta di sdu vao cach giai phuong trinh vi phén (21-67). D6 1a phuong trinh
vi phan tuyén tinh v6i cac hé sb 1a hang sd, do do nghiém s€ co dang ham s6 vong va ham
sO hypecbélich. Nghiém ctia phwong trinh vi phan thuan nhét:
w™) 44kt w=0 (21-69)
c6 dang : w =e *(C, sinkx + C, coskx )+ e (C, sinkx + C, coskx)
Trong nghiém do6 ta c6 hai sd hang, mot tat nhanh theo x va mot sé hang lai tang
1én theo x. Bic¢u d6 cho phép ta bo qua mot s6 hang va bai toan s€ dugc don gidn hon rat

(21-66)

(21-68)

hitp://vietham12h.com



Céng ty Héa Chat Xay Dwng Phwong Nam

nhiéu. Ki hiéu w12 mot nghiém riéng ctia (21-66) thi nghiém tong quat cua phuong trinh
viphan d6 sé la :
w =e " (C, sinkx +C, coskx)+e" (C, sinkx + C, coskx)+w"*  (21-70)
Ta s& lam rd cach giai bang nhimng vi du cy thé sau day:
Vi du 1:Tinh tng suat thanh trén thanh binh vo tru dung day chat 1ong nhu hinh
v& 21.47. Goi trong luong riéng cua chét long 14 y.
Kich thudc cho nhu sau: R=Im, 2R

h=5mm, H=5m, véat liéu cuia voé béng thép |
E=2-10°N/mm’,u=03,y=0,0IN/cm’ | [T —2
_Bai gidii: Goi x 1a khoang cich tir ddy = " -

dén diém dang xét ¢ trén thanh binh. Ap suat [— o~ 4
tai do la : - } \=y (H-

, p=v(H-x) () — -

Ung lyc theo phuong doc truc T,=0, | — = — »
vi vay c6 thé chon nghi¢ém riéng cua (21-66) | — = —
dudi dang : . bl

* H - !
we - AH=x) - x) ) \
o 4k"D Hinh 21.47: So d& tinh ung
Nghiém tong quat s€ la: sudt trén thanh binh vo tru
dung ddy chat long
: : H-
w =e ™ (C, sinkx +C, coskx)+e" (C, sinkx + C, coskx )+ %
(3) ‘
Cac diéu kién bién s€ nhu sau:
Véi x=0, w=0va ¥ = ¢
dx

Vi x=H, M;=0 va Q=0
Tur (21-67) va (19-68) suy ra:
2

d’w . d’w

va
dx? dx’

Tir cac diéu kién do ta c6 hé thong bon phuong trinh dé xac dinh bon hang s C,
C,, Cs3, C4 nhu sau:

Vi x=H thi =0

H
C2 +C4 :_M
C,-C,+C,+C, =—L

4K°D
—~C,e ™ coskH +C,e ™ sinkH + C,e"" coskH — C,e"" sinkH = 0
C,e ™ (sinkH + coskH)+C,e ™™ (coskH —sinkH ) +
+C,e" (coskH —sinkH)-C,e"" (coskH +sinkH) = 0 (4)
Khtr C; va C4ta nhan duoc:
-C, [e_kH coskH +¢*"' cos kH]+ C, [e‘kH sin kH + " (2 cos kH + sin kH)] =
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- " coskH - 71;1 ¥ (sin kKH — cos kH)
4k° 4k D

-C, [e_kH (sin kH + coskH)—e"" (cos kH —sin kH)]+
+C, [e‘kH (coskH —sin kH)]+ e (3coskH —sinkH) =

= 7/5 ekH(coskH—sinkH)—£4-2ekHcoskH (5)
4k°D 4k"D
Tu (21-65) tacod :
B EET I
100%-0,5°
kH =91

—kH

RO rang tri s6 e " =e™' 1a qua nhé so v6i e =¢”', vi vay ta c6 thé bd qua tri

s6 e trong hai phuong trinh cudi ciing nay. Tir d6 ta co:

C, =L4(1—Hj; C,=——1—
4k"D\ k 4k°D
C,=C,=0

Thuyc ra phai néi rang C; va C, khong phai la bang khong ma c6 mét tri s nao do
song rat bé so voi Cy, C,. Su bé d6 giéng véi su twong quan giira e K ya et

Néu phai tinh cy thé thi chiing ta ¢6 thé thyc hién phuong phap dung dan dé giai
hé phuong trinh (5) trén day.

Ta hiy quay lai biéu thtc (3). Chii ¥ ring C3 va Cy4 13 rat nho nén sé hang thir hai:

e"(C, sinkx +C, coskx)
c6 thé bo qua so véi s hang thir nhat:
e ™ (C, sinkx + C, coskx)

Sai s6 do sy bo qua d6 gay ra cang nho khi x cang nho. V&i x 16n, gia du x ~ H,
su bo qua do khong con dung vi li do C; va C4 ¢6 trl s6 twong d6i 16n. Thuc vay lac do e
lai trd nén cyc ki 16n va haisd hang trén tré nén cung hang. Song ngay trong truong hop
do sy bo qua trén day khong dua dén nhing sai s0 dang ké, vi rang nhu chung ta da thay,
trj s6 moé men udn va tng suat 16n nhét lai ndm & ving bi ngam, nghia 13 tai noi ma sy bo
qua d6 cho ta cong thic ding nhit.

Vi diéu nhan xét do, néu phai khdo sat chinh cdc ham w & mién w~H, thi ta c6
nén chuyén goc hé truc toa do va nhu vy sé thay doi diéu kién bién va do do ciing bo
qua Cs3 va C4. Vi cach d6 ham sb tat dan voi hé s6 e s& cho phép ta xac dinh chinh xac
g suat trong vo tru O tai bién tht hai.

Lap luan bo qua phan ting ciia ham w va khao sat phan ham sd tat dan con lai
trong vung bién cua vo mot cach doc lap voi nhau (ta goi la hiu Gng bién).

RO rang rang phuong phap d6 chi c6 the tmg dung cho truong hop H kha 16n dé
tri s6 ™ ¢6 thé bo qua so v6i e™. Gia sir sai sb cho phép d6 1a 5%, khi d6 ta co:

0,05 < ¢
Do dé6: kH > —%an,OS =15

Trong truong hop dang xét, tir cong thirc (21-65)
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H > L> =L16~1
vRh 41/3i1—,u2 , ’
Tom lai, kha nang xét hi¢u tng ¢ cac bién khac nhau 1a tuy thudc vao tri )
H

JRh
Noi cach khac, su bo qua trén day la cho phép trong truong hop chiéu cao cua try
khong bé hon tri s binh quén giira ban kinh va chiéu day.

H>+/Rh
Ta tinh ti€p cho bai toan:
Thay C; va C, vao biéu thtrc (3) va tinh cac dao ham ta co:

w = t e ™ (l—Hjsinkx—Hcoskx +H-x
4k*D k

c=- 4k}:D {e’k" [(2kH —1)sin kx + cos kx| - 1}
M, =- yz -e"k"[Hsinkx+(l—Hjcoskx} (6)
2k k

Eh
M, =uM,, T, :?W

Q= ﬁ -e ™ [sinkx + (1 - 2H)cos kx]

Pé xac dinh mg sudt 16n nhat ta v&
biéu d6 T, va M, (xem hinh 21.48). Qua biéu
do do ta thay tri sO m6 men uon 16n nhat tai

) :

ngam va tri sO do giam rat nhanh khi di xa o S —
khoi ngam. Ung lyc T, tai ngam la 16n nhat 5 ____l':___
va giam nhanh chong khi cang cach xa ngam, o ]
va do thi biéu dién T, la mdt duong thang. P = [
Phuong trinh cta duong thang d6 dé dang = =y i
dugc xac dinh tir bicu thuc (6) va (21-64). Voi T, b M, 7460N/cm
tri sO x kha 16n: ~ J—

W = LK‘(H - X) : ’ <

4k"D Hinh 21.48: So d6 tinh

T,=yRH-x) e oA +
Céc biéu thirc nay tring véi cac biéu thic duge tinh véi 1i thuyét mé men. Qua
vay, tir diéu kién can bang ctia mot nira vong hinh try (hinh 21.49) ta c6:
2pR -dx =2T,dx
T, =pR =y-R(H-x)
Nhu vay, v6i nhitng diém xa ngam sy
tinh toan tng suat theo li thuyét c6 mo men co
thé thay bang li thuyét khong mé men vi md T.d
men udn tai nhitng noi d6 khong con y nghia. N

218 Hinh 21.49: So dd tinh
http://vietham12h.com e At
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Ung suét cuc dai 1a Gng suat tai cac diém bén trong va bén ngoai ctia vo tai ngam.
Theo cong thic (21-68) tri s6 cac ing suat chinh tai mat trong cta vo la:

o, =1+6 746 =1790N/cm?
05 05°

c, = 9 +0,3- 6 746—537N/cm
0,5 0,5

c,=0

Ung suét twong duong theo thuyét bén trng suat 1on nhat la:
Gy =6,, —6,. =1790N/cm?
O mit ngoai cua vo ta co:
=-1790N/cm?, 6, =—540N/cm?*, 6, =0 6, =1790N/cm®.
Néu ta tinh ing suat 16n nhét theo li thuyét khong mé men va tinh véi tmg luc kéo

16n nhét tai ngam: T,=yR-H
T -2, .
Ta s& co: G=f=W=IOOON/cm2

Nhu vay sai sO gan gap hai 1an tai ngam, do d6 trong truong hop nay khong thé
tinh theo 1i thuyét khong mé men dugc.

Vi du 2: Ong méng duge ¢ dlnh boi ha1 mat con nhu hinh vé 21.50. X4c dinh
luat phan bé cua tng luc va md men udn trong dng. Cho biét 1=30cm, R=5cm, p=0,3.
Gia su py=p=0.

Bai giai: Ung luc theo truc la: T, = P

2nR
B6 qua lyc ma sat trén mat con, tri s6 luc cét Q duoc chi dan trén hinh 21.51 va

pV3

x4c dinh boi biéu thirc: Q="
2nR

Nghiém riéng cia (21-56) dugc chon dudi dang:

. T uep

7 4k*D-R 2nE-h
Nghiém tong quat ciia ham chuyén vi theo (21-70) c6 dang:

w =e ™ (C, sinkx +C, coskx)+e™ (C, sinkx + C, coskx)—i—%
T
Chon géc hé truc toa do 1a mot dau géc.
Q
<
— \"W1/4144.7444
o Z
P — o o0 — — P
— = —d > — 1 = <
SSE
0
1 0 0
Hinh 21.50: Ong Hinh 21.51: So dé

mong tinh t¢ng sudt va

d%ﬂ‘fp?ﬁi/léﬁrféhﬁ% com mé men
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Lap lai tit ca cac 1ap luan nhu trén ta thdy c6 thé bo qua Cs va Cy4 khi tinh tng
suét voi diéu kién e™ ¢ thé bo qua so vai e

Ta tinh kl=4 w 30 =244
5%.0,5
Vay viéc bo qua C; va Cy4 1a cho phép, biéu thirc ctia chuyén vi c¢6 thé viét lai duéi
dang: w=e"(C, sinkx + C2coskx )+ —2—

2nEh
Cac dao ham cua w la :
w'=ke ™[ (C, + C,)sinkx +(C, - C, )coskx]
w" =2k’e™(C, sinkx + C, coskx)
w" =2k’e™[(C, - C,)sinkx +(C, +C, )coskx]
Thiét 13p cac diéu kién bién:
Vi x=0, M;=0 (w'=0)va Q=Dw" = »3
2nR

pV3

Tur diéu kién thi nhét ta rat ra duge C,=0 va tir diéu kién tha haiC, = *——

2nR
Tu do: w=—2_| kR+3e™ coskx + 2
nEh 2
Céc tmg luc 6 trj s6 la: = __P
2nR

T, = Bk\/ge‘kx coskx
n

Va tri s6 md men udn la:
Pv/3
M, = 3
2nkR
M, =uM,
Tu céc phuong trinh d6 ta c6 thé ve€ cac biéu dé cua mé men udn va ung luc Tj, T,
nhu trén hinh 21.52.
Céac tng suat 1on nhat 13 tai diém gan 0,449p
vi tri ¢o dinh cua 6ng, tri s0 ctia chung la: Nt om

: 0,02p N/cm
o, = 2P _ 1 0,898N/em? y
0,5 ‘e !

Ung suit twong duong la: e PRI

6, =6,-06, =0952N/cm’ . T,=-
N.02nN/cm

e ™ sin kx

Hinh 21.52:
Biéu do mo men va vung luc

CAU HOI TU' HQC.
21.1. Thé nao la tam va vo, phan biét chung ? o
21.2. Phuong hudng tinh tmg suat doi vdi tam tron chiu luc phan bo doi xung ?

http://vietham12h.com
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21.3. Cac cong thirc tinh tng suit cta tam tron ?

21.4. Sy khac nhau khi tinh toan tdm tron va tim chit nhat ?
21.5. Cac cong thirc tinh tng suit trong tAm chir nhat ?
21.6. Cach xét cac bién dang va ung suat d6i véi vo ?

21.7. Céc biéu thuc tinh g suat doi véi vo tru ?

21.8. Cac phuong trinh can bang d6i véi vo dbi xing ?
21.9. Phuong trinh twong thich giita chuyén vi va bién dang.
21.10. Tuong quan giita bién dang va tng lyc ?

21.11.Ung suét udn trong vo tru chiu ap suit bén trong ?

e Feem
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