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         Chương 21 
TẤM VÀ VỎ 

          
           Như đã nói ở phần mở đầu: Thanh mới là đối tượng nghiên cứu chính của môn học 
sức bền vật liệu, nhưng trong kĩ  thuật còn xuất hiện nhiều kết cấu có hình dáng khác như 
tấm, vỏ, thanh mỏng hay những bài toán về khối....Tấm và vỏ là những bài toán về cơ học 
và thường gặp trong các lĩnh vực xây dựng, cơ khí, hoá học...vì vậy chúng tôi mạnh dạn 
giới thiệu vấn đề cơ bản nhất của lí thuyết về tấm và vỏ. Cũng cần nói thêm rằng: lí 
thuyết về tấm và vỏ là rất rộng lớn, nó đã và đang được nhiều nhà bác học nghiên cứu. 
Tập sách của X.P.Timôsenkô, X.Voinovski Krige đã được một số nhà khoa học Việt nam 
dịch và xuất bản năm 1971 với độ dày 665 trang. Cho nên chúng tôi nghỉ rằng chương 
tấm và vỏ này chỉ trang bị cho sinh viên một số khái niệm nào đó về tấm, vỏ. Chúng tôi 
cũng chỉ mới chọn lọc một số dạng bài toán thường gặp để giới thiệu trong giáo trình này. 
 
           Tấm và vỏ là những vật thể có kích thước theo một phương rất bé so với hai 
phương kia. Kích thước đó được gọi là bề dày của tấm và vỏ. Mặt quỹ tích cách đều hai 
mặt giới hạn của chúng được gọi là mặt trung gian. Nếu mặt trung gian là phẳng thì ta gọi 
vật thể là tấm, nếu mặt trung gian đó là mặt cong thì ta gọi vật thể đó là vỏ. Cũng căn cứ  
vào hình dáng của mặt trung gian đó mà gọi là tấm tròn, tấm vuông, tấm chữ nhật...hay 
vỏ cầu, vỏ trụ, vỏ tròn xoay...Người ta còn căn cứ vào tỉ lệ bề dày của tấm, vỏ để  xác 
định ra loại tấm, vỏ mỏng hay tấm, vỏ dày. 

                    - Nếu 
5
1

lmin

>
δ  thì gọi là tấm, vỏ dày. 

                    - Nếu 
5
1

lmin

<
δ  thì gọi là tấm, vỏ mỏng. 

           Trong đó lmin là  cạnh ngắn nhất của tấm hay vỏ. 
           Bề dày của tấm, vỏ có thể thay đổi, nhưng cũng có thể là không đổi. Thường thì 
các kết cấu tấm và vỏ có bề dày δ không đổi nên ta chú tâm nghiên cứu các loại này. 
           Khi giải các bài toán về tấm và vỏ chúng ta cố gắng diễn giải vấn đề gần với kiến 
thức mà chúng ta đã học ở các phần trên. Chúng ta nghiên cứu trước các bài toán về tấm. 
 
21.1. TẤM TRÒN CHỊU UỐN. 
           Hãy xét tấm tròn có chiều dày không đổi chịu uốn dưới tác dụng của các tải trọng 
có phương vuông góc với mặt phẳng trung gian và phân bố đối xứng qua trục của tấm, 
xem hình 21.1.  
           Hình dạng của mặt sau khi biến dạng được gọi là mặt đàn hồi (hình 21.2). Gọi w là 
thành phần chuyển vị thẳng đứng của đểm trên mặt trung gian. Ta giả sử w là rất bé so 
với chiều dày của tấm ( )51hw ≤ , khi đó ta có thể bỏ qua thành phần chuyển vị theo 
hướng kính và xem w như chuyển vị toàn phần. Sử dụng hệ toạ độ trụ  với trục z trùng 
với trục của tấm, r và ϕ  là bán kính và toạ độ góc của các điểm trong mặt trung gian, khi 
chưa biến dạng thì w laì mäüt haìm âäúi våïi r (w khäng phuû thuäüc vaìo ϕ vì lí do đối 
xứng ).w phụ thuộc vào vị trí mỗi điễm trên mặt trung gian nên phương trình của nó cũng 
là phương trình mặt trung gian. Để đơn giản việc tính toán, ta thừa nhận giả thiết của 
Kiếc-hốp về pháp tuyến của mặt trung gian như sau: 
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  Ta xem rằng các điểm vật rắn nằm trên đường pháp tuyến của mặt trung gian sau 
biến dạng sẽ dịch chuyển  đến các vị trí mới trên pháp tuyến tương ứng của mặt đàn hồi. 
Nói một cách khác, pháp tuyến của mặt trung gian không bị biến dạng trong quá trình 
tấm chịu lực. 
           Giả thiết này đóng vai trò quan trọng như giả thiết về mặt cắt phẳng của Becnuli 
trong lí thuyết về uốn của thanh. 
           Như vậy pháp tuyến của mặt cắt trung gian bị xoay đi một góc ζ  trong quá trình 
tấm biến dạng (hình 21.2). Vì lí do đối xứng nên góc xoay đó hướng về trục của tấm và 
tương tự đối với thanh, góc xoay ζ  là đạo hàm của độ võng w:                

                      
dr
dw

=ς                 (21-1)    

          Độ võng  càng bé khi ζ càng bé. 
          Bây giờ ta hãy tách một phân tố vô 
cùng bé ra khỏi tấm bằng các mặt cắt sau 
đây : hai mặt cắt đi qua trục của tấm tạo 
với nhau một góc dϕ, hai mặt trụ có bán 
kính r và r+dr. Phân tố được biểu diễn 
trên hình 21.3. 
         Ta hãy tính biến dạng của lớp 
mỏng (ijkl) song song với mặt trung 
gian. 
          Sau biến dạng mặt trung gian trở 
thành mặt cong, các pháp tuyến bf và cg 
trở thành đường fb ′′ và gc ′′ , xem hình 
21.4. 

zdr

r 

z 

σr 
σt 

a 

b 

c 

d 

f 

g 
e 

i 

dϕ 

j 

k 

Hình 21.3: Phân tố tính 
biến dạng

h 

l 

Hình 21.1:Tấm tròn 
chịu 
  tác dụng của tải 

P 

z z

w

ζ 

ζ 

Hình 21.2:Hình 
dạng mặt tấm sau 

biến dạng 

ϕ 

r
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         Góc xoay của cg là góc ζ gồm giữa cg và gc ′′ . Góc xoay của bf sẽ là ζ+dζ, góc 
gồm giữa bf và fb ′′ . Biến dạng dài theo phương bán kính εr là biến dạng tỉ đối của thớ 
jk. 

                                            ( )
dr
dz

dr
zdz

r
ς

=
ς−ς+ς

=ε                                           (21-2) 

          Biến dạng theo phương vòng được tính bởi độ giãn của đường kính tròn đi qua kl. 
Chiều dài của đường tròn trước khi biến dạng là 2πr và sau khi biến dạng là ( )ξ+π zr2 . 

 Vậy: 

                                           ( )
r

z
r2

r2zr2
r

ς
=

π
π−ς+π

=ε                                           (21-3) 

          Sử dụng hai mặt cắt ijkl và i’j’k’l’ song song với nhau ta có thể tách từ phân tố trên 
một lớp mỏng (xem hình 21.5). 
           Ta thừa nhận rằng ứng suất pháp trên các mặt cắt song song với mặt trung gian là 
bằng không. Điều thừa nhận này tương đương với việc thừa nhận giả thiết về các lớp 
không ép lên nhau trong quá trình tấm biến dạng. Từ định luật Hooke, ta có: 

                                   [ ]trr E
1

µσ−σ=ε      ;   [ ]rtt E
1

µσ−σ=ε  

           Hay có thể biểu diễn ứng suất qua các thành phần biến dạng: 

                                                   
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

µε+ε
µ−

=σ

µε+ε
µ−

=σ

rt2t

tr2r

1
E

1
E

                                         (21-4) 

           Thay các trị số của εr và εt  của (21-4) vào (21-2) và (21-3), ta được : 

                                                  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

µ+
ς

µ−
=σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

µ+
ς

µ−
=σ

dr
d

r1
Ez

rdr
d

1
Ez

2t

2r

                                        (21-5) 

           (Những phương trình này có phần giống như các biểu thức biến dạng, ứng suất 
trong ống dày đã nghiên cứu). 
           Mối tương quan giữa nội lực và ứng suất cũng cần được xem xét. 

Hình 21.5:Sơ đồ 
ứng suất trên một 

lớp mỏng

rσ

rσ

zrτ

zrτ

Hình 21.4: Mặt trung 
gian trước và sau 

biến dạng

w 

b c

f g
j k z

ζ+dζ 

b′ c′

g′
k′

j′  
f ′

ζ 

k′

zrτ

k′
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j

σt 

σt l 
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           Ta xét lại phân tố abcdefgh. Vì lí do 
đối xứng nên trên các mặt cắt đi qua trục của 
tấm (mặt bcgf và adhe) không thể có ứng 
suất tiếp, nghĩa là không có lực cắt. Trên các 
mặt cắt trụ abfe và dcgh ta có các ứng suất 
τrz, nghĩa là có thành phần lực cắt Q. Thành 
phần lực cắt này cân  bằng với tải trọng đặt 
trên diện tích abcd. Ngoài thành phần lực cắt 
đó ta còn có các thành phần mô men uốn Mr 
và Mt (Q, Mr, Mt là các  thành phần nội lực 
trên đơn vị độ dài), hình 21.6. 
          Tương quan giữa nội lực và ứng suất 
là: 

                        ∫
−

⋅σ⋅ϕ⋅=ϕ⋅
2h

2h
rr zdzdrrdM    ;    ∫

−

⋅σ⋅=⋅
2h

2h
tt zdzdrdrM  

          Đưa các biểu thức tính ứng suất từ (21-5) vào ta có: 

                                         ∫
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

µ+
ς

⋅
µ−

=
2h

2h

2
2r dzz

rdr
d

1
EM  

                                         ∫
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

⋅µ+
ς

⋅
µ−

=
2h

2h

2
2t dzz

dr
d

r1
EM         

          Biểu thức tích phân:        
12
hdzz

32h

2h

2 =⋅∫
−

 

          Từ đó ta suy ra: 

                                                  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

⋅µ+
ς

⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

⋅µ+
ς

⋅=

dr
d

r
DM

rdr
dDM

t

r

                                             (21-6) 

           Trong đó :                    

                                                       ( )2

3

112
hED
µ−

⋅
=                                                     (21-7) 

           D được gọi là độ cứng khi uốn của tấm. Chiếu tất cả các lực lên phương của trục 
đối xứng, ta có: 
                                         ( )( ) 0drrdprdQddrrdQQ =⋅ϕ⋅−ϕ⋅−ϕ++  

           Do đó:                                  ( )rQ
dr
drp ⋅=⋅                                                   (21-8) 

           Lấy tổng mô men của các lực đối với trục y, trục tiếp tuyến với đường tròn r trên 
mặt trung gian, ta có: 

                                
( )( )

( ) 0drddQQddrM
2
drddrrpdrMddrrdMM

t

rrr

=⋅ϕ++ϕ⋅⋅−

−⋅ϕ⋅⋅⋅−ϕ⋅−ϕ++
 

Hình 21.6: Sơ đồ tính ứng 
suất

a b 

c d 

e f 

g 
y

Mtdr

Mr dϕdr 
Mtdr

(Q+dQ)(r+dr)d
ϕ

(Mr+dMr)(r+dr)d
ϕ

h 
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           Bỏ qua các lượng vô cùng bé bậc cao, cuối cùng ta được: 

                                                ( ) rQrM
dr
dM rt ⋅=⋅−                                               (21-9) 

           Vì lí do đối xứng nên tất  cả các phương trình cân bằng khác luôn thoả mãn. 
           Đem  các trị số Mt  và Mr  từ (21-6) vào (21-9) và giả thiết D là hằng số, ta nhận 
được phương trình vi phân: 

                                                
D

rQ
rdr

d
dr
dr 2

2 ⋅
−=−+⋅

ςςς  

           Hay có thể viết dưới dạng: 

                                              ( )
D
Qr

dr
d

r
1

dr
d

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅ ς                                                (21-10) 

           Như vậy để có ζ ta chỉ việc tích phân hai lần biểu thức (21-10), tacó: 

                                              [ ]∫ ∫⋅
−+= drQdrr

rD
1

r
C

rC 2
1ς                                   (21-11) 

           Trong đó C1 và C2 là các hằng số tích phân được xác định từ điều kiện biên của 
từng trường hợp cụ thể. 
           Trị số lực cắt Q được xác định từ phương trình 
(21-8) hay đơn giản hơn, ta  tách ra một phần của tấm, 
bằng một mặt trụ bán kính r (hình 21.7) và xét sự cân 
bằng của phần đó. 
           Khi đã xác định được ζ  ta sẽ xác định được các 
mô men Mr và Mt  theo (21-6) và có thể viết được 
phương trình của mặt đàn hồi w theo (21-1). 
           So sánh biểu thức (21-5) và (21-6) ta tìm được 
biểu thức của ứng suất : 

                                      
D

M
1

zE r
2r ⋅

µ−
⋅

=σ  ;    

D
M

1
zE t

2t ⋅
µ−
⋅

=σ  

           Thay trị số D từ (21-7) vào ta có : 

                                       z
h
M12

3
r

r ⋅=σ  ;      z
h
M12

3
t

t ⋅=σ  

           Trị số của ứng suất cực trị tại mặt trên và mắt dưới của tấm sẽ là: 

                                       2
rmax

r h
M6

±=σ  ;     2
tmax

t h
M6

±=σ                                    (21-12) 

           Ví dụ 1: Xác định độ võng và ứng suất trong tấm chịu tải trọng phân bố đều p ở 
hai trường hợp: khi tấm chịu ngàm chung quanh và khi tấm tựa trên các gối đỡ tự do. Gọi 
R là bán kính và h là chiều dày của tấm (xem hình 21.8). 

Hình 21.7: Sơ đồ 
tính lực cắt Q 

r 

QQ

p 
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           Bài giải:Trị số của lực Q được xác định một cách đơn giản bằng cách sử dụng mặt 
cắt trụ bán kính r để tách một phần tấm . Dù liên kết ở bên ngoài như thế nào, từ điều 
kiện cân bằng của phần tấm ta đều có: 

                     2rpr2Q ⋅π=π⋅  hay 
2
prQ =  

          - Đưa trị số đó vào biểu thức (21-11) ta có 
được biểu thức của góc xoay : 

                      
D16
rp

r
CrC

3
2

1 ⋅
⋅

−+⋅=ς  

          Với điều kiện góc xoay tại tâm của tấm là 
bằng không, ta xác định được C2=0, vậy biểu 
thức của góc xoay được rút gọn lại: 

                       
D16
rprC

3

1 ⋅
⋅

−⋅=ς                    (a) 

           Bây giờ ta hãy xét các trường hợp liên kết 
khác nhau. Trường  hợp thứ nhất khi tấm chịu 
ngàm chung quanh. Điều kiện biên sẽ là r=R thì 
ζ=0. Từ đó ta tính được: 

                                        
D16

pRC1 =   ;   ( )2rrR
D16

p
−⋅=ς  

           Theo công thức (21-6), ta có: 

                                         ( ) ( )[ ]µ+−µ+= 3r1R
16
pM 22

r  

                                         ( ) ( )[ ]µ+−µ+= 31r1R
16
pM 22

t  

          Căn cứ biểu thức (21-1) ta tiến hành tích phân biểu thức (a) theo r, ta có phương 
trình của mặt đàn hồi: 

                                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

4
rrR

2
1C

D16
pw

4
22

3  

            trong đó C3 là hằng số tích phân được xác định từ điều kiện độ võng tại mép ngoài 
của tấm là bằng không, nghĩa là khi r=R thì w=0. Từ đó ta có:   

                                                         4
3 R

4
1C ⋅=  

                                                    ( )222 rR
D64

pw −⋅=  

           - Đối với trường hợp thứ  hai khi tấm được đặt trên các gối tựa, khi đó ứng suất σr 
(hay mô men uốn Mr) tại mép là bằng không. Theo (21-6) ta có: 

                                                         0
rdr

d
=

ς
⋅µ+

ς  

           Thay biểu thức của ζ vào ta có: 

0
D16

pRC
D16

pR3C
2

1

2

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅µ+−  

p

P

r 

r Q Q 

Mr Mr 

Hình 21.8:Tấm chịu tải 
trọng phân bố đều khi 
chịu ngàm và khi đặt 
trên gối đỡ tự do
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           Từ đó ta tìm thấy: 

µ+
µ+

⋅=
1
3

D16
pRC

2

1 ;      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅⋅

µ+
µ+

⋅=ς 32 rrR
1
3

D16
p  

          Đưa các hằng số tích phân đã xác định vào các biểu thức tính Mr và Mt, ta có: 

( )( )22
r rR3

16
pM −µ+⋅=  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

µ+
µ+

−µ+⋅= 22
t r

3
31R3

16
pM  

           Phương trình của mặt đàn hồi có dạng: 

                                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅

µ+
µ+

−⋅=
4
r

2
rR

1
3C

D16
pw

422

3  

           Hằng số C3 được xác định từ điều kiện độ võng tại mép là bằng không. Ta có: 

                                                     
µ+
µ+

⋅=
1
5

4
RC

4

3  

                               ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅

µ+
µ+

⋅−⋅
µ+
µ+

⋅⋅= 4224 r
4
1rR

1
3

2
1R

1
5

4
1

D16
pw  

          Biểu đồ mô men  trong hai trường hợp được biểu diễn trên hình 21.9. 
         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
            
 
 
(Do tính chất đối xứng nên các nội lực chỉ cần biểu diễn trên một nửa của tấm. Ở đây bên 
trái là Mt  và bên phải là Mr). 
          Ứng suất pháp lớn nhất xuất hiện tại ngàm. Tại đó chúng ta có:  

                       2

2

r1 h
6

16
Rp2

⋅
⋅

=σ=σ ;      2

2

t2 h
6

16
Rp2

⋅
⋅⋅µ

=σ=σ ;      03 =σ  

Vậy ứng suất tương đương theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất sẽ là: 

                                            2

2

31td h
Rp

4
3 ⋅
⋅=σ−σ=σ             

p

8
Rp 2⋅ ( )µ−⋅ 1

8
Rp 2

( )µ+⋅ 1
16

Rp 2

( )µ+⋅ 3
16

Rp 2

p 

Mt 

Mr 

Mt Mr 

Hçnh 21.9:Biãøu âäö mä men Mt vaì Mr
khi táúm bë 

ngaìm vaì khi táúm âàût trãn hai 

µ
⋅
8
Rp 2
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Trong trường hợp tấm tựa trên các gối tựa thì ứng suất lớn nhất ở tâm. Tại đó, ta 
có:                                 

                               2

2

rt21 h
Rp6

16
3 ⋅

⋅
µ+

=σ=σ=σ=σ ;     03 =σ  

           Ứng suất tương đương là:   

( ) 2

2

31td h
Rp3

8
3 ⋅

⋅µ+=σ−σ=σ  

           Cả hai trường hợp đều có độ võng lớn nhất ở giữa tấm.  
           Với trường hợp thứ nhất:    

D64
pRw

4

max =  

           Với trường hợp thứ hai:  

D64
pR

1
5w

4

max ⋅
µ+
µ+

=  

           Ví dụ 2: Xác định độ võng và ứng suất lớn nhất trong tấm tròn chịu ngàm chung 
quanh và lực tập trung P ở chính giữa, (hình 21.10). 
           Bài giải: Trước tiên ta xác định trị số của lực cắt Q. 
           Giống như ví dụ trước, ta có:     

                                                            
r2

pQ
⋅π

=  

           Do đó ta có :  

                                          
R
rlnr

D4
p

r
CrC 2

1 ⋅⋅
⋅

−
′

+⋅′=
π

ς  

           Ở tại tâm (r=0), góc ζ=0; do đó 
0r

0
R
rlnrlim

→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ , từ đó ta suy ra 0C2 =′ . Hằng số 

1C′  được xác định từ điều kiện biên khi r=R, ζ=0. Với điều kiện đó ta cũng tìm thấy 

0C1 =′ , do đó:                              
r
Rlnr

D4
p

⋅⋅
π

=ς  

           Vậy biểu thức các mô men uốn  sẽ là: 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅µ+

π
= 1

r
Rln1

4
pM r  

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−⋅µ+

π
=

r
Rln1

4
pM t  

           Biểu đồ mô men uốn được biểu diễn trên hình 21.10. Ta thấy tại giữa tấm mô men 
uốn có trị số tăng lên vô cùng vì tại đây trị số lực cắt tăng lên vô cùng và điểm ở tâm trở 
nên điểm  đặc biệt.  
 
 
 
 
 

R 

π4
P

−
π

µ
4
P

−  

Mr Mt 

p 

R

π
µ

4
P

−

π4
P

−  

Mr Mt 

p
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         Trong thực tế không có lực tập trung tại một điểm, lực tập trung chỉ có trong sơ đồ 
để tính, bao giờ lực cũng đặt trên một diện tích nào đó, vì vậy trị số Mr và trị số Mt là hữu 
hạn, (hình 21.11). 
           Độ võng tại tâm của tấm có một trị số xác định. 

                                              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

π
⋅

−=
2
1

r
Rln

D8
rpCw

2

3  

           Từ điều kiện r=R, w=0, ta có: 
D16

RpC
2

3 ⋅π
⋅

=  

           Do đó :                    ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−−⋅

⋅π
=

r
RlnrrR

2
1

D8
pw 222  

           Độ võng tại tâm là:            

D16
Rpw

2

max ⋅π
⋅

=  

           Ví dụ 3: Vẽ biểu đồ mô men uốn cho tấm chịu lực tác dụng tải trong P phân bố 
đều trên đường tròn bán kính a (hình 21.12) và bị 
ngàm chung quanh. 
           Bài giải: Ta có hai miền rõ rệt: phần bên trong 
đường tròn đường kính 2a và phần bên ngoài. 
           Phần bên trong trị số lực cắt Q=0, do đó 
phương trình góc xoay sẽ có dạng: 

r
CrC 2

11 +=ς  

           Vì tại tâm 01 =ς , nên ta xác định ngay được 
C2=0, do đó:           
                                rC11 =ς                  (1) 
           Ở phần ngoài trị số lực Q sẽ là: 

                                                                  
r2

pQ
π

=  

           Từ đó ta có phương trình góc xoay là: 

                                                    
a
rlnr

D4
p

r
CrC 2

22 π
−

′
+′=ς                    (2) 

           Các hằng số C1, 1C′  và 2C′  được xác định từ điều kiện liên kết của hai miền. 
           Với r = a : ζ1=ζ2 và  Mr1=Mr2. 
           Với r = b : ζ2 =0. 
           Từ đó ta có hệ thống ba phương trình : 

Hình 21 .12: Sơ đồ tính 
mô men tấm tròn chịu 

lực phân bố đều

a b 

P 
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⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

π
−+′

π
−

′
−′=

′
+′=

a
bln

D4
pb

b
CbC

D4
p

a
CCC

a
CaCaC

2
1

2
2

11

2
11

                                (3) 

           Phương trình thứ hai của hệ thống đó thiết lập từ đều kiện 
21 rr MM = , có nghĩ là:                                 

ar
2

2

ar
1

1

dr
d

dr
d

==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µς+
ς

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µς+
ς  

           Giải hệ phương trình, ta tìm thấy : 

                                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+

π
=

2
1

b
a

2
1

a
bln

D4
pC 2

2

1  

                                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+

π
=′ 2

2

1 b
a

2
1

a
bln

D4
pC  

                                                    
D8

paC
2

2 π
−=′  

           Từ đó ta tìm mô men uốn ở các miền như sau: 

           Ở miền trong:  ( ) const
2
1

b
a

2
1

a
bln

4
1pMM 2

2

tr =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

π
µ+

==  

           Ở miền ngoài: ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−µ−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+µ+

π
= 11

r2
a

b
a

2
1

r
bln1

4
pM 2

2

2

2

r  

                                   ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ−µ−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+µ+

π
= 1

r2
a

b
a

2
1

r
bln1

4
pM 2

2

2

2

t  

           Biểu đồ được biểu diễn trên hình 21.12 
21.2.TẤM CHỮ NHẬT CHỊU UỐN. 
           Khi xét tấm tròn chịu uốn ta chỉ gặp các hàm chịu ứng suất và chuyển vị với một 
biến số. Trong bài toán này ta gặp các hàm số với hai biến số. Đó là khó khăn khi giải bài 
toán. 
           Các giả thiết mà ta đã sử dụng để giải cho bài tấm tròn chịu uốn đều được sử dụng 
để giải với bài toán tấm chữ nhật chịu uốn như giả thiết của Kiếc-hốp về đường pháp  
tuyến cũng như thừa nhận biến dạng và chutyển vị là rất bé so với chiều dày của tấm. Ta  
thiết lập phương trình vi phân cơ bản của tấm trong hệ toạ độ Đê-các. 
     21.2.1. Xét tương quan giữa chuyển vị, biến dạng và ứng suất. 
           Giả sử có tấm chữ nhật chịu uốn như hình 21.13. 
           Hệ trục toạ độ được chọn như hình vẽ. Các trục ox, oy nằm trong mặt trung gian 
khi tấm chưa biến dạng và oz là pháp tuyến của mặt trung gian đó. 
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           Tách một phân tố vô cùng bé bởi các mặt cắt song song với các mặt cắt toạ độ xoz 
và yoz. Phân tố được biểu diễn như trên hình 21.14. 
 Cũng như trên, ta xét các biến dạng theo phương x và y của một lớp ijkl (hình 

21.15) cách mặt trung gian một khoảng z. 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
   Gọi ζ là góc xoay của pháp tuyến ac (hình 21.16). Tương quan giữa ζ và độ võng 
w là: 

                                                                  
x
w
∂
∂

=ς  

           Góc xoay của pháp tuyến bf sẽ có trị số là:    

dx
x
⋅

∂
ς∂

+ς  

           Vậy biến dạng theo phương x là:  

                                                          2

2

x x
wz

x
z

∂
∂

=
∂
ς∂

⋅=ε                                       (21-13) 

           Tương tự ta có:                           2

2

y y
wz

∂
∂

=ε                                                (21-14) 

           Xét đến biến dạng góc trong lớp ijkl. Gọi u và v là chuyển vị của các điểm. 
           Theo phương x và y, ta có 

                                                        
y
u

x
v

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  

           Tương quan giữa u,v và wlà như sau:   

Hình 21.13:Tấm chữ nhật 
chịu uốn

y z

x 

z
 

dy

dx

d

ba

c

e f 

g 

Hình 21.14:Phân tố tính 
nội lực

y 
z 

x

P(x,y
)

Hình 21.15: sơ đồ tính 
biến dạng

a b

i j

i’
j’ 

i
j

u

ζ ′ 

e f 

Hình 21.16:Sơ đố tính 
góc xoay

i j 

k l 

y 

x

l’ 

k’

j’
i’ 

y
u

1 ∂
∂

=β  

dx
x
v
∂
∂

dy
y
u
∂
∂  

β1 

β2 

Công ty Hóa Chất Xây Dựng Phương Nam

http://vietnam12h.com



 187

x
wzzu
∂
∂
⋅=ς⋅= ; 

y
wzv
∂
∂
⋅=  

           Từ đó ta có :                          
yx

wz2
2

xy ∂∂
∂

⋅=γ                                               (21-15) 

           Cũng như trên, các tương quan định luật Hooke, được viết dưới dạng: 

( )yx2x 2
1

E
µε+ε⋅

µ−
=σ  

( )xy2y 2
1

E
µε+ε⋅

µ−
=σ  

( ) xyxyxy 12
EG γ⋅
µ+

=γ⋅=τ  

           Thay các trị số εx, εy và γxy được tính từ (21-13), (21-14), (21-15) vào đây ta có : 

                                             

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂∂
∂
⋅

µ+
⋅

−=τ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅µ+

∂
∂

µ−
⋅

−=σ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅µ+

∂
∂

µ−
⋅

−=σ

yx
W

1
zE

x
w

y
w

1
zE

y
W

x
w

1
zE

2

xy

2

2

2

2

2y

2

2

2

2

2x

                           (21-16) 

           Ngoài thành phần τxy, trên các mặt cắt còn có các ứng suất tiếp  τyz và τxz hướng 
theo phương trục z. Ở đây  chúng ta cũng  thừa nhận  giả thiết  về các  lớp không ép lên 
nhau trong quá trinh tấm biến dạng. 
     21.2.2. Các thành phần nội lực và phương trình cân bằng. 
          Trên mỗi mặt cắt của phân tố đều có đủ  sáu thành phần nội lực: lực kéo, lực cắt 
theo phương thẳng đứng, lực cắt theo phương ngang, các mô men uốn và mô men xoắn. 
Song mô men uốn nằm trong mặt phẳng trung gian có trị số quá bé nên có thể xem bằng 
không. Thực vậy khi dx và dy là những lượng vô cùng bé và có thể xem ứng suất pháp  
phân bố dọc theo dx và dy là phân bố đều nên nó không sinh ra các mô men. 
           Ta cũng dễ dàng chứng minh rằng các lực kéo và lực cắt theo phương x và y là 
bằng không. Ta có: 

∫∫
−−

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅µ+

∂
∂

µ−
⋅

−=⋅⋅σ=
2/h

2/h
2

2

2

2

2

2/h

2/h
xx 0dzz

y
w

x
w

1
dyEdzdyN  

∫∫
−−

=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
⋅µ+

∂
∂

µ−
⋅

−=⋅⋅σ=
2/h

2/h
2

2

2

2

2

2/h

2/h
yy 0dzz

x
w

y
w

1
dxEdzdxN  

∫∫
−−

=⋅
∂∂

∂
⋅

µ+
⋅

−=⋅⋅τ=
2/h

2/h

22/h

2/h
xyxy 0dzz

yx
w

1
dxEdzdxS  

∫∫
−−

=⋅
∂∂

∂
⋅

µ+
⋅

−=⋅⋅τ=
2/h

2/h

22/h

2/h
yxyx 0dzz

yx
w

1
dyEdzdyS  

           Do đó trên các mặt cắt của phân tố ta chỉ còn lại ba thành phần nội lực: mô men 
uốn Mx hoặc My, mô men xoắn Mxy và các thành phần lực cắt Qx; Qy (Một lần nữa ta 
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nhắc lại rằng Mx, My; Mxy và Qx, Qy là cường độ các thành phần nội lực trên đơn vị dài). 
Ta có các biểu thức tương quan giữa ứng suất và nội lực như sau:  

zdzdydyM
2/h

2/h
xx ⋅σ=⋅ ∫

−

;    zdzdxdxM
2/h

2/h
yy ⋅σ=⋅ ∫

−

 

zdzdydyM
2/h

2/h
xyxy ⋅τ=⋅ ∫

−

;   zdzdxdxM
2/h

2/h
yxyx ⋅τ=⋅ ∫

−

 

           Hay       zdzM
2/h

2/h
xx ⋅σ= ∫

−

;       zdzM
2/h

2/h
yy ⋅σ= ∫

−

;    zdzMM
2/h

2/h
yxyxxy ⋅τ== ∫

−

 

           
 Đem thay các trị số của ứng suất (21-16) vào đây ta được: 

                                              

( )
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂∂
∂

µ−−==

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂
⋅µ+

∂
∂

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂
⋅µ+

∂
∂

−=

yx
w1DMM

x
w

y
wDM

y
w

x
wDM

2

yxxy

2

2

2

2

y

2

2

2

2

x

                                  (21-17) 

           Trong đó:  ( )2

3

112
hED
µ−

⋅
=      (21-18), được gọi là độ cứng khi uốn của tấm. 

           Các thành phần nội lực cũng như ngoại lực đặt trên phân tố được biểu diễn trên 
hình 21.17. Chiều của nội lực trên phân tố được quy ước là dương như trên hình vẽ. 
          Chuyển từ mặt này sang mặt cắt kia, các thành phần nội lực có gia số được trình 
bày như trên hình 21.17. 

          Chiếu tất cả các lực đặt trên phân tố xuống trục z và lấy tổng mô men của các lực  
đối với trục x và trục y ta được các phương trình cân bằng sau đây: 

Hình 21.17: Sơ đồ biểu diễn các thành phần nội 
lực và ngoại lực

y 

x

Qydx

Qxdy 

Mxdy 

Mydx

pxdy

( )dxdyM
x

dyM xx ∂
∂

+

( )dxdyM
x

dyM xyxy ∂
∂

+

( )dxdyQ
x

dyQ xx ∂
∂

+

( )dydxM
y

dxM yxyx ∂
∂

+

( )dydxQ
y

dxQ yy ∂
∂

+

z

( )dydxM
y

dxM yy ∂
∂

+
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( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+−+

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+−⋅+

0dydxQ
y

dxQdxQ

dxdyQ
x

dyQdyQpdxdy

yyy

xxx

                             (1) 

            
( ) ( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

++−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

++−
∂
∂

+

0dxdyM
x

dyMdyM

dydxQ
y

dxQdxMdydxM
y

dxM

xyxyxy

yyyyy

              (2) 

       
( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+−

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+−

0dxMdydxM
y

dxM

dxdxdyQ
x

dyQdxdyM
x

dyMdyM

yxyxyx

xxxxx

          (3) 

           Sau khi rút gọn, ba phương trình trên có dạng: 

                                                 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂

∂
−

∂
∂

−=

∂

∂
−

∂

∂
−=

∂

∂
+

∂
∂

=

y
M

x
MQ

x
M

y
M

Q

y
Q

x
Q

p

yxx
x

xyy
y

yx

                                            (21-19) 

           Đưa (21-17) vào (21-19) với các giả thiết là h và D không phụ thuộc vào x và y, 
hai biểu thức cuối của (21-19) có thể viết lại như sau: 

                                           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

x y
w

x
w

x
DQ  

                                           ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

= 2

2

2

2

y y
w

x
w

y
DQ  

           Dùng kí hiệu toán tử Lapơlatxơ ∇2 ta có thể viết gọn lại như sau: 

                                                    w
x

DQ 2
x ∇

∂
∂

=                                                   (21-20) 

                                                    w
y

DQ 2
y ∇

∂
∂

=                                                    (21-21) 

           Trong đó:                         2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇  

           Đưa (21-20) và (21-21) vào phương trình đầu (21-19), ta được: 

                                          ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∇

∂
∂

+∇
∂
∂

= w
y

w
x

Dp 2
2

2
2

2

2

 

           Hay viết gọn lại:              wDP 22 ∇⋅∇⋅=                                                   (21-22) 
           Phương trình đó được viết dưới dạng khai triển như sau : 
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                                           4

4

22

4

4

4

y
w

yx
w2

x
w

D
p

∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

=                                         (21-23) 

          Phương trình đó được gọi là phương trình của Sôphi Giếcmen. Phương trình đó 
không những dùng cho tấm chữ nhật mà còn đúng với mọi tấm khi sử dụng hệ toạ độ Đê-
các với các giả thiết mà ta đã nêu ở trên. 
     21.2.3. Các điều kiện biên. 

Nghiệm tổng quát của phương trình (21-23) gồm có hai phần: 
                                                      ( ) ( )y,xy,xfw Φ+=  
            Trong đó: f(x,y) là một nghiệm riêng; Φ(x,y) là nghiệm tổng quát của phương 
trình vi phân thuần nhất:                0w22 =∇⋅∇  
            Một hàm ϕ nào đó mà thoả mãn điều kiện 0w2 =∇  thì sẽ được gọi là hàm điều 
hoà. Cho nên hàm số Φ(x,y) được gọi là hàm trùng điều hoà. Song không phải tất cả mọi 
hàm điều hoà thoả mãn phương trình (21-23) đã là nghiệm của bài toán. Chỉ có nghiệm 
nào thoả mãn các điều kiện biên mới là nghiệm của bài toán và chính đó là  khó khăn của 
bài toán tấm nói chung và hình chữ nhật nói riêng. 
            Các điều kiện biên là như sau: 
                  1. Biên là ngàm. Giả sử tấm có ngàm tại hoành độ x=a. Tại đó ta phải có hai 
điều kiện: độ võng và góc xoay theo phương vuông góc với ngàm là bằng không (xem 
hình 21.18):                                      ( ) 0w ax ==                                                       (21-24) 

                                                        0
x
w

ax

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=

                                                    (21-25) 

                  2. Biên đặt trên gối tựa (xem hình 21.19). 
            Tại đó có hai điều kiện: độ võng bằng không và mô men uốn cũng bằng không. 
Giả sử biên có vị trí tại x=a. Vậy:  ( ) 0w ax ==                                                        (21-26) 

                                                    0
y
w

x
w

ax
2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

µ+
∂
∂

=

                                      (21-27) 

            Chú ý rằng với điều kiện ( ) 0w ax ==  kéo theo 0
y
w
2

2

=
∂
∂ .  

            Do đó điều kiện (21-27) có thể viết gọn lại là:   

Hình 21.18: 
Biên là ngàm 

a

a 
y z

x

Hình 21.19:
Biên là gối 

tựa

Qy 

x 

x 
A 

B 

dx 
dx 

dx
x
PP
∂
∂

+

dx
x
PP
∂
∂

+

Hình 21.20: 
Biên tự do 

C 
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                                                     0
y
w
2

2

=
∂
∂ hay 0w2 =∇                                        (21-28) 

                  3. Biên treo tự do. Khi đó cả ba thành phần ứng suất σy, τyx,τxy trên các biên 
đều bằng không. Điều kiện đó tương đương với mô men uốn My, lực  cắt Qy và mô men 
xoắn Myx phải bằng  không. Song nếu có cả ba điều kiện thì sẽ mâu thuẩn với giả thuyết 
về pháp tuyến thẳng. Thực vậy vì đã có Myx thì pháp tuyến không còn thẳng nữa. Do đó 
để thể hiện cả ba điều kiện thường mô men xoắn Mxy được đổi thành lực cắt. 
             Giả sử trên đoạn AB=dx (hình 21.20) ta có mô men xoắn Mxydx. Ta thay mô men 
xoắn đó bằng một ngẫu của hai lực P ngược chiều:  

P⋅dx=Mxydx.  
            Vậy                                           P=Mxy 

            Xét đoạn tiếp BC=dx .Trên đoạn này mô men xoắn có trị số là dx
x

M
M xy

xy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+ . 

Thay nó bằng ngẫu lực ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
x
PP . Vậy trên mỗi đoạn ta có một thành phần lực cắt phụ: 

                                                           
x

M
x
PQ xy

1 ∂

∂
=

∂
∂

=  

            Tại các điểm ở góc ta có các lực tập trung như P1=
1yxM  và P2= 2yxM . Như vậy lực 

cắt ở các biên sẽ được trừ đi một lượng là:   

x
M

Q yx
y ∂

∂
=  

            Do đó các điều kiện Myx=0 và Qy=0 được thay bằng một điều kiện duy nhất là: 

                                                        0
x

M
Q yx

y =
∂

∂
−  

            Ta có thể viết:     0M y =  hay 0
x
w

y
w

2

2

2

2

=
∂
∂

µ+
∂
∂  

                                  0
x

M
Q yx

y =
∂

∂
−   hay  ( ) 0

xy
w2

y
w

2

3

3

3

=
∂∂

∂
⋅µ−+

∂
∂                (21-29) 

 Ví dụ 4:  Tính tấm chữ  nhật có bốn biên tựa trên các gối tựa và chịu tác dụng của 
tải trọng phân bố đều p. Gọi 2a và 2b là các 
cạnh dài và ngắn của tấm (xem hình 21.21). 
            Bài giải: Chọn hệ trục toạ độ như hình 
vẽ, vì bài toán có tính chất đối xứng nên hàm 
biểu diễn theo phương trình của mặt đàn hồi là 
một hàm chẵn. Điều kiện biên là như sau: 
          Với x=±a, w=0, Mx=0,  
                 y=±b, w=0, My=0. 
          Theo 21-28, ta có: 

                            0
x
w

ax
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

±=

               (1) 

Hình 21.21: Tấm chữ nhật 
chịu tải phân bố đều đặt 

trên  bốn gối tựa 

2b 

2
a
 

o 

y 

p 
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                            0
y
w

bx
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

±=

                (2) 

            Chọn hàm w dưới dạng: 

                       ( ) ( )
a2

xansin
a2

ynyshB
a2

ynchAxfw
n

...5,3,1
nn

+π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅π

+
⋅π

+= ∑             (3) 

            Trong đó f(x) là một nghiệm riêng (hàm chỉ phụ thuộc vào một biến số). Ta phải 
chọn An và Bn để w thoả mãn phương trình vi phân 0w22 =∇∇  và phải là một hàm chẵn. 
Ngoài ra đối với x=±a các số hạng không phụ thuộc vào An và Bn phải bằng không. Cả 
đạo hàm bậc hai theo x hoặc y của nó cũng phải bằng không 
             Để xác định f(x) ta sử dụng phương trình vi phân (21-23). Thay f(x) vào ta có: 

D
p

x
f
4

4

=
∂
∂  

            Đặt                 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ+⋅γ+⋅β+⋅α+= xxx

24
x

D
pxf 23

4

 

            Trong đó α, β, γ, δ là các hằng số bất kì. 
            Hàm f(x) phải là một hàm chẵn, vậy α= γ=0. 
            Từ điều kiện (1), ta có: 

0
x
w

ax
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

±=

 và [ ] 0w ax =±=  

            Để ý đến tính chất của hàm dưới dấu Σ của (3), ta xác định được: 

                                                    
4

a 2

−=β ;   
24
a5 4

=δ  

            Vậy :                  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−⋅= 4224 a

24
5xa

4
1x

24
1

D
pxf  

            Do đó :          ( )++⋅−= 4224 a5xa6x
D24

pw            

                                          ( )
a2

xansin
a2
ynyshB

a2
ynchA

n

...5,3,1
nn

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ∑ πππ                      (4) 

            Hàm đó với mọi giá trị An, Bn đều thoả mãn điều kiện trên các biên tại x=±a. Bây 
giờ ta phải chọn An và Bn sao cho thoả mãn cac điều kiện biên với y=±b. Nghĩa là ta phải 

có:                                               [ ] 0w by =±= và 0
y
w

by
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

±=

                                     (5) 

            Để đạt được điều đó phần đại số ở biểu thức (4) phải được triển khai theo các hàm 
lượng giác:     

                                       ( ) =+− 4224 a5xa6x
D24

p ( )
a2

xansin
n

...5,3,1
n

+π
α∑        

            Với                               ( ) ( )dx
a2

xansinxf
a
1 a

a
n

+π
=α ∫

+

−

 

            Sau khi lấy tích phân ta được:  
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( )
( )ncos1

Dn
pa32

5

4

n π−
π

=α  

            Vậy với các trị số n chẵn αn=0 và với các trị số n lẻ:  

( ) Dn
Pa64
5

4

n
⋅π

=α  

            Do đó w có dạng : 

( )
( )

a2
xansin

a2
ynyshB

a2
nychA

Dn
pa64w

n

...5,3,1
nn5

4 +π
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
+

π
+

⋅π
= ∑  

            Để thoả mãn điều kiện (5) với mọi giá trị của x, hệ số của mỗi số hạng phải thoả 
 mãn, nghĩa là :   

                                           
( ) Dn

pa64
20

bnshbB
a2
bnchA 5

4

nn
⋅π

−=
π

⋅+
π  

0
a2
bnsh

a2
nb

a2
bnch2B

a2
nbch

a2
nA nn =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ππ

+
π

+
ππ  

            Từ đó ta tìm thấy: 

( )
a2
nbch

a2
nbth

a2
nb2

Dn
pa32A 5

4

n π

ππ
+

⋅π
−=   

  
( )

a2
nbch

a2
n

Dn
pa32B 5

4

n π

π

π ⋅
=  

            Vậy phương trình của mặt đàn hồi sẽ là: 
( ){

( )
⎭
⎬
⎫+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−×

×++−
−

= ∑

a2
xansin

a2
nysh

a4
y

a2
nych

a2
nbth

a4
b

n
1

a2
nbchn

1a1536a5xa6x
Eh2

1pw
n

...5,3,1 4
4

4
4224

3

2

ππππ
π

ππ
µ

 

            Độ võng lớn nhất là tại tâm. Với x=y=0, ta có: 

( )

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

+
ππ

π

π
−

µ−
= ∑

∞

...5,3,1 4
43

24

0 a2
nbth

a4
b

n
1

a2
nbchn

2
nsin15365

Eh2
1paw  

            Ta có thể viết gọn lại dưới dạng: 

                                                       3

4

0 Eh
paw ξ=                                                          (7) 

            Để xác định được các mô men uốn Mx và My ta xác định các đạo hàm hạng hai 
riêng phần của w theo x và y:  
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                ( )
3

2

2

2
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1p6

x
w µ−
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∂
∂  −− 22 ax ×
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                             × ⎥
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⎠
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⎜
⎝
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                ( )
3

2

2

2
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1p

x
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=
∂
∂

×
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⋅π
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                      × 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
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n
1 22 πππππππ
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                      × ( )
a2

xansin +π  

            Theo (21-17) ta có các biểu thức Mx và My: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

µ+
∂
∂

−= 2

2

2

2

x y
w

x
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂
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∂
∂

−= 2

2

2

2

y x
w

y
wDM  

            Mô men uốn lớn nhất là tại gốc toạ độ.Trị số của chúng là: 

              ( )( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
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⎩

⎪⎪
⎨
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⎜
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+
π

πµ−
π

π
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               ( )( )
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2
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2
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n
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nbchn

2
nsin32

2
paM

0
 

            Hay có thể viết gọn lại : 
                         2

x paM
0

χ= ;      2
y paM

0
γ=  

            Các hệ số ξ, χ, γ phụ thuộc vào tỉ số ab . Nếu lấy 
µ=0,30 ta lập được bảng sau đây (bảng 21.1). 
           Một cách tương tự như vậy với tấm chịu ngàm chung 
quanh (hình 21.22), ta tìm thấy độ võng lớn nhất ở tâm: 

                                           3

4

10 Eh
paw α=  

và mô men uốn lớn nhất là ở giữa cạnh dài, nghĩa là tại 
x=± 2a  và y=0 :    
                                         2

1
max
x paM ⋅β=  

                    Bảng 21.1. 
b/a ξ χ γ 

Hình 21.22: Tấm 
chịu  

ngàm chung quanh

a 

b
 o 

y 
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1 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2 
3 
4 
5 
6 

0,6928 
0,9856 
1,232 

1,4496 
1,6272 
1,7696 
2,1376 
2,24 

2,2656 
2,2752 

0,1916 
0,2504 
0,308 

0,3448 
0,3792 
0,4068 
0,4756 
0,494 

0,4984 
0,5 

0,1916 
0,2004 
0,2024 
0,1972 
0,1916 
0.1856 
0,1616 
0,1536 
0,15 
0,15 

              Các hệ số α1 ,β1 phụ thuộc vào tỉ số b/a. ab Nếu lấy µ=0,3 ta có một trị số α1  và 
β1 theo ab  như trong bảng 21.2:         
           Bảng 21.2 

b/a 1 1,25 1,50 1,75 2  
α1 

β1 
0,0138 
0,0513 

0,0199 
0,0665 

0,0240 
0,757 

0,0264 
0,0817 

0,0277 
0,0829 

0,0284 
0,0838 

            Ta có thể tìm thấy các trường hợp chịu lực khác của tấm chữ nhật trong các tác 
phẩm của B.G. Galenski và Timoshenko. 
 
21.3.VỎ MỎNG TRÒN XOAY. 
            Ta gọi vỏ mỏng tròn xoay là khi mặt trung gian của vỏ có một trục đối xứng. Vì δ 
nhỏ nên có thể xem ứng suất pháp phân bố đều theo chiều dày của vỏ. Điều đó cũng có 
nghĩa là bỏ qua ảnh hưởng của thành phần mô men uốn. Cách tính toán dựa vào giả 
thuyết đó được gọi là lí thuyết không mô men. 
            Cũng cần nói thêm rằng: trong thực tế có khi có những lực tập trung tác dụng lên 
một nơi nào đó của vỏ hoặc có vành đai tăng cường, vùng biên chịu ngàm hay có sự thay 
đổi đột ngột về độ cong, ứng suất do mô men uốn gây nên là rất đáng kể. Song ảnh hưởng 
của mô men uốn chỉ nằm trong phạm vi rất hẹp. Ở xa các vùng đo ảnh hưởng của mô 
men uốn là rất bé có thể bỏ qua được. 
            Khi δ càng nhỏ thì lí thuyết không mô men càng đúng, càng gần với thực tế. Ở 
đây ta chỉ xem xét trường hợp áp suất tác dụng lên vỏ có tính chất đối xứng, nghĩa là trục 
đối xứng của vỏ cũng là trục đối xứng của tải trọng. Xét vỏ mỏng tròn xoay chịu áp lực 
phân bố đều bên trong như hình 21.23. 
           Gọi ρm là bán kính cong của đường 
kinh tuyến và ρ1 là bán kính cong của 
đường vỉ tuyến tại một điểm nào đó trên 
mặt phẳng trung gian của vỏ mỏng. Các 
bán kính đó là bán kính chính của mặt 
cong. Chúng nằm trên pháp tuyến của mặt 
cong tại điểm đang xét. Gọi θ là góc làm 
bởi pháp tuyến này với trục đối xứng của 
vỏ, ρm và ρ1  là những hàm số đối với θ. 
ρt  là đoạn đường sinh của mặt nón giới 
hạn bởi đáy của đường tròn vỉ tuyến và 
đỉnh là giao điểm của pháp tuyến với trục 

Hình 21.23:Vỏ mỏng tròn 
xoay chịu lực áp lực 

phân bố đều

z 

ρt 
ρm 

z

θ 

a) b)
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đối xứng của vỏ. ρm là bán kính cong của đường kinh tuyến tại điểm đang xét. ρm và ρt 
cũng được xác định trên pháp tuyến chung nhưng rõ ràng tâm cong của đường kinh tuyến 
không nằm trên trục đối xứng của mặt (xem hình 21.23a) 
          Ta tách ra khỏi vỏ một phân tố bởi các mặt sau đây: 
                - Hai mặt cắt là hai mặt nón đi qua hai đường vỉ tuyến rất gần nhau. Chúng có 
các đường sinh tạo với nhau một góc dθ. 
                - Hai mặt kinh tuyến tạo với nhau một góc dϕ. 
            Phân tố được biểu diễn như trên hình 21.23b. 

Vç lê do âäúi xæïng nãn caïc goïc vuäng luän luän âæåüc baío tồn trong quá trình 
vỏ biến dạng và vì vậy trên các mặt cắt không có ứng suất tiếp, chỉ có các ứng suất pháp 
σm và σt theo phương kinh tuyến và vỉ tuyến. 
           Chiếu tất cả các lực lên phương pháp tuyến của phân tố ta có phương trình cân 
bằng như sau:        

0
2

dsind2
2

dsind2ddp mttmtm =
ϕ

⋅θρ⋅δ⋅σ−
θ

ϕδρσ−ϕθρρ⋅  

          Vì dθ và dϕ là rất bé nên có thể xem 
2

d
2

dsin θ
≈

θ ,
2

d
2

dsin ϕ
≈

ϕ . Sau khi rút gọn và 

chia cả hai vế cho ρm, ρt, δ ta được phương trình:   

                                                          
δ

=
ρ
σ

+
ρ
σ p

t

t

m

m                                               (21-30) 

          Phương trình đó được gọi là phương trình Lapơlatxơ. 
          Để thiết lập phương trình thứ hai, chúng ta xét sự cân bằng của một phần vỏ. Ví dụ 
cắt vỏ theo một mặt nón có đường sinh tạo với trục một góc θ (xem hình 21.25). Gọi P 
thành phần hợp lực của tải trọng trên phương của trục vỏ. Phương trình hình chiếu của 
các lực lên phương đó là:            
                                               Psinr2m =θδ⋅⋅π⋅σ                                               (21-31) 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

T
rong đó 
r là bán 
kính của đường tròn đáy của hình nón. 
            Hệ phương trình (21-30) và (21-31) cho phép ta xác định được σm và σt. Ứng suất 
chính thứ ba là ứng suất ép giữa các lớp song song với thành vỏ. Ứng suất đó có thể bỏ 

Hình 21.24:Sơ đồ biểu 
diễn nội lực trên một 

phân tố

x 
y σt

σt 
σm

σm+dσm 

Pn 

ρm

ρt 

dϕ

θ 

dθ

r 
σm σ’

θ 

Hình 21.25:Nội lực 
trên mặt nón 
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qua so với σm và σt. Thực vậy, ví dụ với điểm trong cùng, ứng suất đó là lớn nhất và bằng 

p, trong khi đó σm và σt có trị số vào cỡ 
δ
ρ
⋅ mp  và 

δ
ρ
⋅ tp , mà ρt và ρm là rất lớn so với δ. 

  Vậy trạng thái ứng suất có thể xem là trạng  thái ứng suất phẳng. 
            Trong quá trình tính toán ta phải sử dụng định lí về hình chiếu sau đây: 
            Định lí 1: Nếu trên một mặt nào đó chịu  tác dụng của một hệ áp lực p phân bố 
đều thì dù hình dạng của mặt đó như thế nào, thành phần hình chiếu của áp lực trên một 
phương nào đó sẽ là tích của áp suất với hình chiếu của mặt đó lên mặt phẳng vuông góc 
với phương chiếu. 
            Giả sử mặt F đã cho (hình 21.26), trên đó ta có hệ áp suất phân bố đều p.Ta phải 
tìm thành phần hình chiếu của áp lực P trên phương trục x. Thành phần đó được tính với  
biểu thức tích phân:                            ∫=

F
x dFcospP ϕ  

            Trong đó: ϕ-góc gồm giữa pháp tuyến của dF và trục x. 
            Hình chiếu diện tích dF trên mặt π vuông góc với trục x và bằng: 

ϕcosdFFd ⋅=′  
            Do đó ta có thể viết lại:      FpFdpP

Fx ′⋅=′⋅= ∫  

            F′  là hình chiếu của F trên π. 
             Định lí thứ hai thường gặp là định lí về áp suất chất lỏng. 

            Định lí thứ 2:Nếu trên một mặt nào đó chịu tác dụng áp suất của chất lỏng (hình 
21.27) thì thành phần áp lực thẳng đứng là bằng trọng lượng cả thể tích cột chất lỏng đặt 
trên diện tích đó. 
            Trên các hình vẽ 21.28 ta thấy áp lực đặt trên AD là bằng trọng lực của cả cột chất 
lỏng BADC dù hình dạng của bình ơ phía trên là như thế nào. 
             

Hình 21.26: Mặt chịu áp 
suất đều

Hình 21.27: Mặt chịu áp 
suất lỏng

h

dF’

dF

PaF 

dF 

dF’ 

x 

π 

ϕ 

Hình 21.28: Kết cấu các  dạng bình chịu 
áp suất lỏng

A A AD D D 

B B B C CC 
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Thực vậy, khi mặt AD là nằm ngang thì áp suất của chất lỏng ở mọi nơi là bằng 
nhau và bằng p=γ⋅x . γ là trọng lượng riêng của chất lỏng. 
            Theo định lí thứ nhất, hình chiếu của áp lực tác dụng lên AD  trên phương thẳng 
đứng bằng áp suất nhân với diện tích  hình chiếu của AD trên phương nằm ngang. Ở đây 
diện tích hình chiếu cũng chính  là nó, do đó ta có: 

γ⋅⋅=⋅= xFpFPx  
             F⋅x là thể tích của cột chất lỏng ở phía trên AD, vậy Px là bằng trọng lượng của 
cả cột chất lỏng phía trên AD.           
            Ví dụ 5:Vỏ cầu bán kính R, chiều dày δ chịu áp suất bên trong p (hình 21.29). 
Xác định ứng suất trên thành vỏ. 
            Bài giải:  Đối với vỏ cầu, ta có: ρm=ρt=R và vì lí do đối xứng , nên: 

                       
δ
⋅

=σ=σ
2

Rp
tm  

Thành phần ứng suất thứ ba coi 
như bằng không. Như vậy ứng suất 
tương đương theo thuyết bền ứng suất 

lớn nhất là:  
δ
⋅

=σ−σ=σ
2

Rp
31td  

            Điều kiện bền của vỏ là: 

                           [ ]σ≤
δ
⋅

2
Rp  

           Ví dụ 6:  Một bình chứa hình trụ (xem hình 21.30) chịu áp suất bên trong p. Bán 
kính hình trụ là R1 và chiều dày của thành bình là δ . Xác định ứng suất trong thành bình. 

           Bài giải : Ta tưởng tượng cắt hình với mặt cắt ngang (hình 21.30b) vứt bỏ một 
phần và xét sự cân bằng của phần còn lại. Ta có phương trình cân bằng: 
                                                       PR2m =δ⋅⋅π⋅σ                                                  (1) 
            Thành phần hình chiếu của áp lực lên đáy theo phương của trục bình là: 

pRP 2π=  
            Từ đó ta có :                  δ⋅⋅π⋅σ=π= R2pRP m

2  

            Hay                                            
δ

=σ
2
pR

m                                                       (2) 

            Vì thân bình là hình trụ, nên ∞=ρm ;   Rt =ρ . 
            Do đó từ phương trình Lapơlatxơ ta tìm thấy:    

Hình 21.29: Sơ đồ tính ứng 
suất vỏ cầu

R

dR
ρ σt= σ

σm= σ

a) 

δ 

R
 

p 
B C
A D A

B C 

D 
σm σm 

σt 

σt b)

Hình 21.30: Sơ đồ tính ứng suất của bình hình trụ 
chịu áp suất bên trong

p
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δ

=σ
pR

t                                                        (3) 

            Vậy ứng suất vòng lớn gấp hai lần ứng suất kinh tuyến. 
            Thành phần ứng suất thứ ba xem như bằng không. Theo thuyết bền ứng suất tiếp 
lớn nhất, ta có điều kiện bền của vỏ trụ là: 

[ ]σ≤
δ
⋅

=σ−σ=σ
Rp

31td  

            So sánh với ví dụ 1, ta thấy bình chịu  áp suất có dạng cầu  là lợi hơn vì σtd nhỏ 
hơn hai lần khi bình có độ dày như nhau. 
            Ví dụ 7:  Thùng bán cầu bán kính R, chiều dày δ (hình 21.31) đựng đầy chất lỏng 
với trọng lượng riêng γ. Xác định ứng suất trong thành bình và vẽ các biểu đồ σm, σt, σtd. 

            Bài giải :  Ta dùng một mặt cắt hình nón chỏm cầu với góc 2γ (hình 21.31b) và 
thiết lập phương trình cân bằng cho chỏm cầu đó, thể tích ADECB được tính bởi biểu 

thức:                                         ϕψψπ= ∫
ϕ

dcossinR2V 23

0

 

          Từ đó :                                  ( )ϕ−π= 33 cos1R
3
2V  

          Viết phương trình cân bằng tổng hình chiếu các lực lên phương thẳng đứng, ta tìm 

thấy :                                               
ϕ
ϕ−

⋅
δ

γ
=σ 2

32

m sin
cos1

3
R                                     (1) 

              Sử dụng phương trình Lapơlatxơ và chú ý ρm=ρt =R  với ϕγ= cosRp , ta được: 

                                                ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕ
ϕ−

−ϕ
γ

=σ 2

32

t sin
cos1cos3

h3
R                              (2) 

             Các biểu đồ σm, σt được biểu diễn trên hình 21.32. Qua các biểu đồ ta thấy σm và 
σt ở điểm thấp nhất của bình có trị số bằng nhau. Ở điểm trên cùng có trị số tuyệt đối 
bằng nhau nhưng ngược dấu nhau. 

Ứng suất tương đương tính theo thuyết bền của Mo là: 
31td ασ−σ=σ  

            Trong đó α là  tỷ số giữa ứng suất nguy hiểm khi kéo và ứng suất nguy hiểm khi 
nén. 

Hình 21.31: Sơ đồ tính ứng suất của thùng bán cầu 
đựng đầy chất lỏng

ϕ 

dϕ 
ψ 

D E 

A C 

σm σm 

B
R 
δ 

a) b)

γ 
h
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                 - Xét ở hai miền khác nhau: miền σm và σt là ngược dấu, khi đó ở vùng phía 
trên ta có:                                           tmtd ασ−σ=σ  
                 - Xét ở hai miền có σm và σt cùng dấu: 
            Ứng suất tương đương sẽ có trị số mtd σ=σ  
            Do đó biểu đồ σtd có điểm gãy khúc tại vị trí thay đổi dấu của σt như trên hình 
21.32b. Trị số lớn nhất là:             

( )α+γ
=σ 1

h3
R 2

max
td  

            Ví dụ 8: Xác định ứng suất trên thành ống hình xuyến bán kính R chịu áp suất p 
bên trong. Kích thước của hình xuyến được biểu diễn trên hình 21.33. 
             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài giải. Sử dụng các mặt cắt vuông góc với  bề mặt của hình xuyến, chia hình 

xuyến thành hai phần, tưởng tượng vứt bỏ phần dưới và xét sự cân bằng của phần trên 
(hình 21.33b). 
          Thiết lập phương trình hình chiếu của các lực theo phương thẳng đứng, ta có: 

( ) ( )[ ]22
m asinRapsinsinRa2 −ϕ+π=ϕϕ+πδ⋅σ  

( )
( )ϕ+

ϕ+
=σ

sinRah2
sinRa2pR

m  

            Từ phương trình Lapơlatxơ với ρm=R và ρt=
ϕ

ϕ
sin

sinRa + , ta tìm được:  

σm σm 

a 

a 

ρt 
R 

δ 
ϕ 

a) 

b) 

Hình 21.33:Thành ống hình xuyến chịu áp suất 
bên trong

          Hình 21.32: Biểu đồ ứng 
suất

ϕ 
σt 

σm 

σm 

σt 

σt 

σm 
σtd 

( )R1
h2

R2

+
γ

 

h2
R 2γ

h2
R 2γ  

h3
R2γ  

h3
R2γ

a) b)
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δ
=σ

2
pR

t  

            Ứng suất σm  là cực đại khi 
2
π

−=ϕ   

Ra
Ra2

2
pRmax

m −
−

⋅
δ

=σ  

            Vì σm và σt có cùng dấu, vậy ứng suất tương đương theo thuyết bền ứng suất tiếp 
lớn nhất :                                  

Ra
Ra2

2
pRmax

mtd −
−

⋅
δ

=σ=σ  

           Ví dụ 9:Thùng chứa hình nón đựng đầy chất lỏng (xem hình 21.34) có trọng lượng 
riêng là γ. Xác định ứng suất trên thành bình. 
            Bài giải:  Dùng mặt cắt là mặt nón vuông góc với bề mặt của bình. Xét sự cân 
bằng của phần dưới. Viết phương trình cân bằng tổng hình chiếu lên phương thẳng đứng, 
ta có :  
            1m QQcosytg2 +=ασ⋅δ⋅α⋅π         (1) 
            Q là trọng lượng của khối chất lỏng trong 
hình chóp và Q1 là trọng lượng của cột chất lỏng 
phía trên hình chóp. Ta có : 

                       γ
α⋅π

=
3
tgyQ

23

       

           và  ( )yhtgyQ 22
1 −α⋅⋅π⋅γ=             (2) 

            Thay (2) vào (1) ta tìm thấy:     

                      ( )
6

y2h3tgy
m

−α⋅⋅γ
=σ           (3) 

            Sử dụng phương trình Lapơlátxơ với chú ý 

ρm=∞, 
α
α

=ρ
cos
ytg

t  và ( )yhp −γ= , ta tìm thấy:                                               

( )
α
α

⋅
δ
−γ

=σ
cos
ytgyh

t                                   (4) 

            Lấy đạo hàm theo y, ta sẽ tìm thấy số cực đại của σt tại y=
2
h . Trị số đó là: 

                                                              
α
α

⋅
δ

γ
=σ

cos
tg

4
h 2

max
t                                      (5) 

            Tương tự ta có thể tìm thấy max
mσ  ở tại h

4
3y = và có trị số là: 

                                                           
α
α

⋅
δ
γ
⋅=σ

cos
tgh

16
3 2

max
m                                   (6) 

            σm và σt tại đỉnh của hinh chóp là bằng không. 
Ví dụ 10: Để có thể thực hiện các công tác ở sâu dưới nước người ta đã sử dụng 

một vỏ mỏng hình parabôlôit tròn xoay và thả xuống độ sâu như hình vẽ. Vẽ biểu đồ  ứng 
suất bên trong thành vỏ. Cho biết a=1m, b=2m và δ=3mm. 

Hình 21.34: Sơ đồ tính ứng 
suất của thùng hình nón 

chứa đầy chất lỏng

σm

α α y
 h
 

ρt 

σm 
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            Bài giải: Xác định hệ trục toạ độ oxy như hình 21.35. Dạng kinh tuyến của mặt  
parabôlôit được biểu diễn bởi phương trình:  

                                                                 2x
a
by =                                                    (1) 

            Thể tích phần trên của vỏ tính đến mức y là: 

                                                           2
2y

0

2 y
b2
adyxV π

=⋅π= ∫                                  (2) 

            Thể tích phía trong của vỏ là:  ba
2

V 2
B ⋅

π
=                                                 (3) 

            Bây giờ ta hãy xác định mức chất lỏng 
ở bên trong của vỏ. Nghĩa là ta phải xác định 
y1 và  H1  (hình 21.35). 
            Áp suất p của không khí bên trong vỏ 
là bằng áp suất của chất lỏng ở độ sâu H1. 
Nghĩa là :         a1 PHp +⋅γ=                    (4) 
            pa là áp suất khí quyển ở mặt thoáng 
bên trên của chất lỏng. Mặt khác p được tính 
theo định luật Bôi-Mariốt như sau:   

                         
l

B
a V

V
pp ⋅=                        (5) 

            V1 là thể tích tương ứng với y1, do đó ta 
có: 

                        2
1

2

a y
bpp ⋅=                           (6) 

              Theo (4) ta có :             ( ) a12
1

2

a pybH
y
bp ++−γ=⋅  

              Từ đó ta có :                  2aa2
1

3
1 b

p
bH

p
yy

γγ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++  

              Với pa= 1atm và các kích thước đã cho như trên hình vẽ, ta có: 
72

1
3
1 104y1500y ⋅=+  

              Từ đó ta có:                            cm5,155y1 =  

2
2
1

2

a cm/N55,16
y
bpp =⋅=  

            Sử dụng một mặt cắt hình nón vuông góc với mặt vỏ và xét sự cân bằng của phần 
trên (hình 21.35). Lực theo chiều trục đang tác dụng lên phần đang xét gồm có: 
                 - Áp lực trong của vỏ. Trị số là: pπx2 
                 - Trọng lượng của cột chất lỏng ở phía trên của vỏ: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
−+−πγ− 2

2
2 y

b2
aybHx  

                 - Áp lực của khí quyển: -paπx2 
            Từ đó ta có phương trình cân bằng: 

Hình 21.35: Vỏ mỏng 
parabôlôit 

thả sâu trong nước 

H H1 y y1 b 

a  

O
x

y
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                           ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
−+−π⋅γ−⋅π⋅−=θδ⋅π⋅σ y

b2
aybHxxppsinx2

2
22

am        (7) 

            Ta phải xác định sinθ. 

            Dễ dàng nhận thấy rằng tgθ= y′ . Vậy 
2y1

ysin
′+

′
=θ  

            Do đó :                           
2
1

2

2

b
y

a
b41

b
y

a
b2sin

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+=θ                                      (8) 

            Để tính σt ta phải xác định các bán kính cong ρm và  ρ1 

            Ta có :                                 
( )2

3
2m y1

y1

′+

′′
=

ρ
 

            Do đó :                           
2
3

2

22

m b
y

a
b41

b2
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+=ρ                                                  (9) 

                                                 
2
1

2

22

1 b
y

a
b41

b2
a

sin
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+=

θ
=ρ                                        (10) 

            Áp suất tác dụng lên vỏ tại điểm đang xét là: 
                                                 ( )[ ]ybHppp a +−+−=∗ γ                                             (11) 
            Sau khi thay (8) vào (7) rồi đưa vào phương trình Lapơlatxơ cùng với (9), (10), 
(11), ta tìm thấy:     

                                    
2
1

2

2

a

2

m b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

b4
a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−

δ
=σ  

       
2
1

2

2

2

2

a

a

2

t b
y

a
b41

b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

b
y1

b
Hbpp2

b4
a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−γ−−

δ
=σ  

          Các công thức đó chỉ dùng 
khi y biến thiên trong khoảng từ 0 
đến y1. 
          Nếu y>y1 thì ρ∗=0 vì áp suất 
ở bên trong và bên ngoài là như 
nhau. Song các thành phần lực mà 
ta tính toán ở trên là không thay 
đổi.Trị số của σm và σt sẽ là: 
 
 
                        Hình 21.36: Sơ đố ứng 

suất

y
1
 

103N/cm2

130N/cm2

65N/cm2 

175N/cm2
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2
1

2

2
1

a
1

2

m b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

y
y

b4
a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−⋅=σ  

                         
2
1

2

2
1

a
1

2

t b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

y
y

b4
a

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−⋅

δ
−=σ  

            Biểu đồ ứng suất được biểu diễn như trên hình 21.36. 
 
21.4. LÝ THUYẾT TỔNG QUÁT VỀ VỎ ĐỐI XỨNG 
     21.4.1. Phương trình cân bằng. 
          Trong trường hợp tổng quát, ta phải để ý đến sự phân bố không đều của σm và 

tσ theo chiều dày của vỏ. Khi đó trên các mặt cắt của phân tố, ngoài các lực căng còn có 
các mô men uốn. Lí thuyết 
vỏ có tính đến các mô men 
này  được gọi là lí thuyết 
mô men. 
 Phân tố được vẽ lại 
trên hình 21.37.  

Trên hình vẽ đó ta 
dùng chỉ số 1 và 2 để chỉ 
các phương kinh tuyến và 
vỉ tuyến. Gọi T1T2 và 
M1M2 là các ứng lực và mô 
men uốn trên đợn vị độ dài 
của các cung.Vì lí do đối 
xứng T2 và M2 có trị số như 
nhau còn T1 và M1 có thể 
có những trị số khác nhau 
khi đi từ vỉ tuyến này sang vỉ tuyến khác. Do M1 có sự biến thiên nên trên các mặt cắt 
phải có lực cắt Q và Q+dQ (Q là lực cắt trên đơn vị chiều dài).Ta cũng giả thiết rằng  
phần tải trọng đặt trên vỏ là đối xứng qua trục vỏ. Một cách tổng quát có thể phân tải 
trọng đó thành hai thành phần: thành phần theo phương pháp tuyến pz và thành phần theo 
phương tiếp tuyến của đường kinh tuyến đi qua điểm đang xét px.(Hệ trục oxy được xác 
định như hình vẽ). 
            Thiết lập các phương trình cân bằng. 
            Chiếu các lực lên phương trục z ta có phương trình: 

( ) 21z2
1

1
21

2

2
12 dsdspQdsd

R
dsdsT

R
dsdsT =+⋅⋅+⋅⋅  

            Trong đó: R1 và R2 là bán kính cong của đường kinh tuyến và đường vỉ tuyến. 
            Vì              θ⋅= dRds 11  và ϕθ⋅= dsinRds 22  
            Chú ý góc dϕ là góc của hai mặt cắt kinh tuyến của phân tố. 
            Nên phương trình được viết lại dưới dạng: 

                                  ( ) z2
212

2

1

1 psinQR
d
d

sinRR
1

R
T

R
T

=θ
θ

⋅
θ

++                          (21-32) 

Hình 21.37: Sơ đồ phân tố chịu lực tổng 
quát

dϕ
θ 

dθ 

R1 

R2 

Qds2 
T1ds2 

M1ds2 T2ds1 

M2ds1 

z 

Pzds1ds
2

x 

Pxd 
s1ds2

y 

T1ds2 
+d(T1ds2)

M1ds2 +d(M1ds2) 

T2ds1 

M2ds1 

Qds2 +d(Qds2)
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            Chiếu tất cả các lực xuống trục đối xứng của vỏ, ta có phương trình: 
( )[ ] ( ) −θ+θ+θ+−θ cosQdsdsindsTddsTsindsT 2212121  

                  ( )[ ] ( ) 0sindsdspcosdsdspdcosQdsdQds 21x21z22 =θ−θ+θ+θ+−  

            Hay: ( )[ ] ( )θ−θθ=θ+θθ
θ

sinpcospsinRRcosQsinTsinR
d
d

xz2112         (21-33) 

            Lấy tổng mô men của các lực đối với trục y ta được: 
( ) 0dcosdsMdsMddsQds 122121 =ϕ⋅θ+−  

            Hay:     ( )+θ⋅
θ

−θ⋅ sinRM
d
dsinRRQ 2121 0cosRM 12 =θ                       (21-34) 

            Vì lí do đối xứng nên các phương trình khác hoàn toàn thoả mãn. 
            Lấy tích phân phương trình (21-33) ta được: 
                ( ) ( ) θθ−θθ+=θ+θθ ∫ dsinpcospsinRRCcosQsinTsinR xz2112       (21-35) 
            Gọi r là khoảng cách từ điểm đang xét đến trục đối xứng, ta có các liên hệ sau 
đây:   
                                                    11 dsdR =θ và rsinR 2 =θ                                     (21-36) 
         Thay (21-36) vào (21-35) ta sẽ được biểu thức thể hiện 
sự cân bằng của một phần vỏ (xem hình 21.38). Hằng số C là 
tuỳ thuộc lực dọc trục đặt lên vỏ.Thật vậy, xét sự cân bằng của 
phần vỏ ta có: 
          ( ) ( ) 1xz01 rds2sinpcospPr2cosQsinT πθ−θ+=πθ+θ ∫  

Trong đó p0=2πC là lực tập trung dọc theo trục của vỏ. 
Nếu thay (21-36) vào đây ta lại được biểu thức (21-35) 

Để tiện trong quá trình  tính toán sau này, chúng ta sử 
dụng các biểu thức sau đây: 
                            ( ) ( )θ+θθ=θ cosQsinTsinRF 12  
            hay                                                                                                            
(21-37) 
                            ( ) ( ) θθ−θθ+=θ ∫ dsinpcospsinRRCF xz21  

          Trong các trường hợp thường gặp hàm ( )θF  có thể xác định từ điều kiện cân bằng, 
vì vậy hàm đó được gọi là hàm tải trọng. 
     21.4.2. Phương trình tương thích giữa 
chuyển vị và biến dạng. 
           Khảo sát đoạn cong AB nằm trên mặt 
kinh tuyến của vỏ và cách mặt trung gian một 
khoảng cách z. Do sự biến dạng của vỏ, đoạn 
cong đó có các chuyển vị. Gọi BA ′′  là vị trí mới 
của AB sau biến dạng xem hình 21.39. 
 Kí hiệu uz và wz là các thành phần 
chuyển vị của một điểm nào đó trên AB theo 
chiều trục và chiều vuông góc với trục trên mặt 
kinh tuyến. Gọi C và D là chân các pháp tuyến 
của một  mặt trung gian đi qua A và B, u và w là 
thành phần chuyển vị của các điểm trên CD và ζ 

R1 
ζ 

θ 

r2 
A 

B 

D 

C 

Trước biến
dạng

Sau biến 
dạng

z 

u uz 
wz 
w 

u+d
u

uz+duz 

w+dw 

wz+dwz

Hình 21.39: Sơ đồ 
chuyển vị của phân tố 

A’ 

C’

D’ 
B’’ 

Hình 21.38: 
Trạng thái chịu 
lực của phân tố

T1 T1 

Q Q 
Pt 

Pn 

Pt 

dS
t

Pn 

P0 P0 
r 

θ 
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là góc xoay của các pháp tuyến sau biến dạng, ta có các biểu thức tương quan 
BA ′′ , DC ′′ ;  và AB, CD như sau: 

( )
( )1

z1

1CDDC
1ABBA

ε
ε

+=′′
+=′′

 

Trong đó ε1z và ε1 là các biến dạng của AB và CD. 
           Xét đa giác DCCD ′′ (hình 21.39), chiếu đa giác đó xuống phương ngang và 
phương thẳng đứng. Ta có: 

( ) ( )
( ) ( ) 0sinCDduusin1CDu

0cosCDdwwcos1CDw

1

1

=θ−−−ς+θε++
=θ−+−ς+θε++

 

            Chú ý ζ là nhỏ so với θ và CD=R1dθ, ta sẽ được: 

                                             

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θε+θς=
θ

θε+θς−=
θ

sincos
dR

du

cossin
dR

dw

1
1

1
1                                         (21-38) 

            Tương tự  ta có thể viết: 

                                          
( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θε+θς=
θ+

θε+θς−=
θ+

sincos
dzR

du

sinsin
dzR

dw

z1
1

z

z1
1

2

                                  (21-39) 

            Bây giờ chiếu đa giác CCAA ′′ lên phương ngang và phương thẳng đứng. Ta  

được:                                          
⎭
⎬
⎫

θξ+=
θς+=

sinzuu
coszww

z

z                                               (21-40) 

            Thay wz vào (21-39) sẽ được: 

( )
( )

θε+θς=
θ
θθ

⋅
+

+
θ+

cossin
d
cosd

zR
z

dzR
dw

z1
11

 

            Dựa vào biểu thức đầu của (21-38) ta có thể khử w trong biểu thức này và sẽ 
được: 

θ
ς

⋅
+

+ε=ε
d
d

zR
z

1
1z1  

            Vì z là vô cùng bé, nên có thể viết lại:   

                                                         
θ
ς

⋅+ε=ε
d
d

R
z

1
1z1                                            (21-41) 

            Như vậy ta có được biến dạng theo phương kinh tuyến. 
            Biến dạng theo phương vỉ tuyến ε2z được xác định bằng độ giãn của một đường 
tròn qua A bán kính r:                      

( ) θ+
=ε

sinzR
w

2

z
z2  

            Đối với điểm                         
θ

=ε
sinR
w

2
2                                                  (21-42) 

            Với biểu thức (21-40) có thể viết lại: 
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                                                       θ
ς

+ε=ε ctg
R

z
2

2z2                                           (21-43) 

            Thay trị số w từ (21-42) và biểu thức đầu (21-38) ta có: 

                                            ( ) ( )2222111 R
d
dRRctgR ε
θ

−ε−εθ=ς                           (21-44) 

     21.4.3. Tương quan giũa ứng lực và biến dạng. 
            Theo định luật Hooke các tương quan giữa ứng suất và biến dạng là như sau: 

( )z2z12z1 1
E

µε+ε
µ−

=σ   

  ( )z1z22z2 1
E

µε+ε
µ−

=σ  

            Thay các biểu thức (21-41) và (21.43) vào ta được: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

ς
µ+

θ
ς

+µε+ε
µ−

=σ ctg
Rd

d
R
1z

1
E

21
212z1  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ
ςς

µ+θ
ς

+µε+ε
µ−

=σ
d
d

R
1ctg

R
z

1
E

12
122z2  

            Từ đó dễ dàng xác định được các thành phần ứng lực và mô men nội lực: 

dzT
2/h

2/h
z11 ∫

−

σ=  ;     dzT
2/h

2/h
z22 ∫

−

σ=  

dzzM
2/h

2/h
z11 ∫

−

⋅⋅σ−=   ;     dzzM
2/h

2/h
z221 ∫

−

⋅⋅σ−=  

            Dấu trừ để chỉ mô men uốn làm căng thớ ngoài. 
            Sau khi tính các tích phân, chúng ta có: 

                                              
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

µε+ε
µ−

=

µε+ε
µ−

=

1222

2121

1
EhT

1
EhT

                                            (21-45) 

                                        

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ
ς

µ+θ
ς

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ

ξ
µ+

θ
ς

−=

d
d

R
1ctg

R
DM

ctg
Rd

d
R
1DM

12
2

21
1

                                    (21-46) 

           Trong đó :                       

( )2

3

112
EhD

µ−
=  

            Từ các phương trình (21-45), ta tìm thấy: 
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( )

( )⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

µ−=ε

µ−=ε

122

211

TT
Eh
1

TT
Eh
1

                                               (21-47) 

            Nói tóm lại ta được tám phương trình (21-32); (21-33); (21-34); (21-44); (21-46); 
(21-47) với tám ẩn số T1; T2; M1; M2; Q; ζ ; ε1 và ε2. Để giải phương trình trên ta tìm 
cách đưa hệ về dạng đối xứng. 
    21.4.4. Đưa hệ phương trình về dạng đối xứng. 
            Thay trị số ε1và ε2 từ (21-47) vào (21-44), ta có: 

                ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−

θ
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ µ+−µ+θ=ς 12

2
12

2
21

1
1 TT

h
R

d
dRR

h
TRR

h
TctgER        (21-48) 

            Bây giờ quay  trở về hệ phương trình cân bằng. Sử dụng biểu thức thứ hai (21-
37), phương trình (21-35) được viết lại dưới dạng: 

( )
θ−

θ
θ

= Qctg
sinR

FT 2
2

1  

            Thay biểu thức đó vào (21-32), ta được: 
( ) ( )2

1
2

1
2z2 RQ

d
d

R
1

sinR
FRpT ⋅

θ
⋅−

θ
θ

−=  

            Sử dụng các kí hiệu:       

                                                   ( ) ( )′∗=∗
θd

d ; VQR 2 =                                           (21-49) 

            Sau khi thay T1 và T2 vào (21-48), ta có: 

               −′⋅
′

−θ′−′⋅
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+′′=ς V

R
R

h
hgct

R
RV

R
Rctg

R
RV

R
REhR

1

2

2

1

1

2

1

2

1

2
1  

                           ( )
−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ µ
++θ⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

θ
θ

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

+θµ−
hhR

R
hctg

R
R

R
R

sin
F

h
ctghctgV

1

2

1

2

2

1
2

2  

                           ( ) x212
z

2
2 pRRR
h

pRh ⋅µ+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−  

            Thay trị số  của M1, M2  từ  (21-46) vào (21-34), ta được: 

                            +ς′⋅⋅
′

+θ⋅ς−ς⋅
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+θ ′′

1

22

2

1

1

2

1

2

1

2

R
R

h
h3ctg

R
R

R
Rctg

R
R

R
R  

                             ( ) V
D
Rhctgh3

h
1 ⋅−=ς−θ′µ

+  

            Hai phương trình cuối cùng chỉ chứa hai ẩn số V và ζ. 

            Kí hiệu :   ( ) ( ) ( ) ( )∗θ−′∗
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+″∗=∗ 2

2

1

1

2

1

2

1

2 ctg
R
R

R
R

ctg
R
R

R
R

L             (21-50) 

            Ta có thể viết chúng gọn lại như sau: 
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( ) ( )

( ) ⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξ′+θµς

′
+µς−ς

θφ+ς⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′−θµ

′
+µ+

R
R

R
Rctg

h
h3L

EhRV
R
RVctg

h
hVVL

1

1

2

1

2

                      (21-51) 

            Trong đó :        ( ) ( ) −µ++
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θφ x212

z
2
2 pRRR
h
pRh  

                                               ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ µ
++θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

θ
θ

−
hhR

Rhctg
R
R

R
R

sin
F

1

2

1

2

2

1
2               (21-52) 

            Đó là dạng tổng quát của vỏ mỏng tròn xoay tính với lí thuyết có mô men. Đôi 
khiθ  được thay bằng biến số r (r là khoảng cách từ điểm trên mặt trung gian đến trục đối 
xứng), các phương trình sẽ có dạng đơn giản hơn một ít vì toán tử ( )∗L  viết gọn hơn, 
song viết dưới dạng đó phương trình sẽ rất khó giải với những điểm đặc biệt khi 2π=θ . 
Giải hệ trên ta sẽ tìm thấy ζ và V, do đó nội lực, biến dạng và các chuyển vị u và w được 
xác định . Thực vậy:                          

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ς⋅

θ
µ+

θ
ς

−=
21

1 R
ctg

d
d

R
1DM  

                                               ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ
ς

⋅µ+θ−=
d
d

R
1ctg

R
1DM

12
2  

                                                                   
2R

VQ =  

            Và như ở trên ta đã có: 
( )

θ−
θ

θ
= ctg

R
V

sinR
FT

2
2

2
1  

            và                          ( )
θ

⋅−
θ

θ
−=

d
dV

R
V

sinR
FRpT

1
2

1
zz2  

            Cuối cùng từ (21-47) nhận được: 

                  

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−

θ
θ

µ−
ϑ

⋅−
θ

θ
−=ε

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

⋅−
θ

θ
−µ−θ−

θ
θ

=ε

ctg
R
V

sinR
F

d
dV

R
1

sinR
FRp

Eh
1

d
dV

R
1

sinR
FRpctg

R
V

sinR
F

Eh
1

2
2

21
2

1
2z2

1
2

1
2z

2
2

2
1

     (21-53) 

            Các thành phần chuyển vị u  và w được xác định từ (21-39) như sau: 

                                                  
( )

( ) ⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θς+θε=
θ

θς−θε=
θ

cossinR
d
du

sincosR
d
dw

11

11

                                   (21-54) 

            Các thành phân ứng suất sẽ có trị số là: 
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⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⋅+=σ

⋅+=σ

3
22

z2

3
11

z1

h
M12z

h
T

h
M12z

h
T

                                          (21-55) 

            Khi độ dày h là hằng số thì các phương trình (21-51) và (21-52) sẽ  có dạng đơn 
giản như sau:                            

                                                 
( ) ( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=µς−ς

θφ+ς⋅=µ+

V
D
RL

REhVVL

1

1

 

            Trong đó: 

                  ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

θ
θ

−µ++
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θφ

1

2

1

2

2

1
2x212

z
2
2

R
Rctg

R
R

R
R

sin
FpRRR

h
pRh  

     21.4.5. Điều kiện biên. 
            Tích phân hệ phương trình (21-51) ta có bốn hằng số tích phân. Các hằng số đó  
đều xác định từ các điều kiện biên của bài toán. Nghĩa là phụ thuộc vào điều kiện cố định 
ở biên cũng như cách chịu lực hoặc chuyển vị ở biên. 
            Ta xét một số trường hợp cụ thể sau đây: 
                  a.Ở biên của vỏ chịu ngàm cứng, (hình 21.40): 
           Ta có hai điều kiện sau đây: 
                      - Góc xoay của pháp tuyến của 
mặt trung gian là bằng không ζ=0. 
                      - Chuyển vị theo phương 
hướng kính là bằng không w=0. 
            Điều đó dẫn đến điều kiện (công 

thức 21-42):                  0
sinR
w

2
2 =

θ
=ε  

            Hai điều kiện khác được xác định từ 
biên thứ hai của vỏ. 
            Chúng ta cũng chú ý rằng, với liên kết ngàm chuyển vị ζ theo chiều trục cũng 
bằng không. Để có được trị số ζ chúng ta phải tích phân phương trình thứ hai của 21-54, 
như vậy trong phương trình:                           u=0 
            Ta có thêm hằng số tích phân mới và sẽ trở thành hệ 5 phương trình với 5 ẩn số.  
                 b.Ở các biên của vỏ chịu tải trọng  Tk, Qk và mô men Mk (hình 21.41). 
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Hình 21.40:  
     Vỏ chịu ngàm cứng ở 

biên 

p 

Hì h 21 41 Vỏ hị tải t à ô ở

Qk Qk 
Mk Mk Tk Tk 

θk 

(1)

Tkds2

Mkds2M2ds1

T2ds1

M1ds2

T1ds2 Q1ds2

T2ds1
ds1 

M2ds1

a) 

b) 

Qkds2
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 Xét sự cân bằng của một phân tố ngay sát biên ta được: 
T1=Tk ,    Q=Qk,    M1=Mk 

            Song hai điều kiện đầu không phải là các phương trình độc lập. Nếu một điều kiện 
được thoả mãn thì điều kiện thứ hai cũng thoả mãn và hàm F(θ) từ biểu thức (21-37) sẽ 
được xác định.Thực vậy, với phân tố mà ta đã xét trước đây bây giờ được viết lại như 
sau: 

kkkkkk1 cosQsinTcosQsinT θ+θ=θ+θ  
            Vậy nếu T1=Tk thì Q=Qk, do đó điều kiện biên chỉ còn lại hai điều kiện: 

Q=Qk và M1=Mk 
            Nếu biên giới của vỏ là tự do thì điều kiện biên sẽ là: 

Q1=0 và M1=0 
                 c. Trường hợp hai vỏ tiếp nối nhau, hình 21.42a. 
            Khi có hai vỏ nối  nhau, số hằng số tích phân phải xác định là tám. Ta phải xác 

định tám phương trình để 
xác định tám hắng số đó. 
Bốn phương trình được 
thiết  lập từ các điều kiện ở 
các biên riêng biệt , còn 
bốn phương trình khác 
được thiết lập từ điều kiện 
tiếp giáp giữa hai vỏ. Xét 
phân tố được tách ra từ 
điểm tiếp giáp (hình 
21.42b).   
       Giả sử  0sd 1 →′ , đồng 
thời với 1sd ′′ , từ  điều kiện  
cân bằng  ta được: 
              11 MM ′′=′  
        Nếu chiếu các lực 
xuống trục của vỏ ta được 
điều kiện để chọn hàm 
F(θ). Điều kiện thứ hai có 
được khi chiếu tất cả các 
lực xuống một phương nào 

đó, ví dụ theo phương của Q′  chẳng hạn.  
            Khi đó:                  ( ) ( )2121 cosTsinQQ θ−θ′′−θ−θ′′=′  
            Như vậy ta đã có hai phương trình. Hai phương trình khác được xác định từ điều 
kiện chuyển vị hoặc biến dạng của vỏ. Tại điểm tiếp giáp ta phải có: 
                                 ς ′′=ς′ ; ww ′′=′ ;    ( 22 ε ′′=ε′ ) 

Thành phần chuyển vị u như trên đã nói là không cần xét đến. 

Hình 21.42: hai vỏ nối tiếp nhau 
(a) và phân tố chịu lực được tách 

ra từ diểm tiếp giáp (b) 

2 

3

1 

θ1 

θ2 

21dsM′
2dsQ′

ds1 

ds1 

2dsT′  

2dsM ′′

21dsT ′′  

21dsM ′′
2dsQ ′′
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           d. Vỏ trụ kín. 
            Ví dụ có vỏ trụ kín như hình 21.43, khi đó biên thứ hai 
có bán kính bằng không. Như vậy các hằng số tích phân có trị 
số tiến tới vô cùng, điều đó không đúng với thực tế, vì ứng 
suất và biến dạng tại đó có trị số giới nội, do đó điều kiện biên 
tại đỉnh (điểm 2) là: ζ≠∞; T1≠∞ 

e. Vỏ trụ được cố định cả hai biên. 
          Khi đó nếu biết các phản lực ở một biên thì mới xác 
định được hàm F(θ) từ điều 
kiện cân bằng. Trong nhiều trường hợp như các ví dụ trên hình 21.44 ta chưa có các phản 
lực tại các biên, do đó để xác định F(θ) ta phải có các điều kiện khác. 
          Ta cũng gọi loại bài toán đó là bại toán siêu tĩnh.  
          Việc xác định điều 
kiện biên của bài toán 
siêu tĩnh cũng tiến hành 
tương tự như hệ siêu tĩnh. 
Trên một biên nào đó của 
vỏ, ta đặt các lực p thay 
cho phản lực của gối tựa 
và tính F(θ) theo p (xem 
hình 21.44b). 
          Sau đó p được xác 
định từ  điều kiện chuyển 
vị u theo chiều trục tại các điểm trên biên là bằng không. Như vậy ta có sáu hằng số tích 
phân phải xác định: [ bốn hằng số tích phân của hệ phương trình (21-51), một hằng số 
tích phân khi lấy tích phân phương trình thứ hai của (21-54) và trị số của p ], song ta có 
sáu điều kiện biên như sau. Ví dụ vỏ trên hình 21.45. 
           Trên biên 1  ta phải có: 
                  0=ς ; 02 =ε ; 0u =  
            Trên biên 2: 

                  0M1 = ; θ
π

= cos
r2

pQ
2

; 0u =  

            Vỏ trên hình 21.45. 
            Trên biên 1: 0=ς ; 02 =ε ; 0u =  
            Trên biên 2: 0=ς ; 02 =ε ; 0u =  
   
21.5. ỨNG SUẤT UỐN TRONG VỎ TRỤ CHỊU ÁP 
SUẤT BÊN TRONG. 
            Ở phần trên chúng ta đã thiết lập các công thức tổng quát để tính vỏ khi kể đến 
các mô men uốn. Khi tính toán cho những trường hợp cụ thể như vỏ là hình chóp hay một 
hình cầu với chiều dày không đổi, các công thức sẽ được rút gọn hơn, song sự tính toán 
vẫn còn phức tạp. Với phạm vi của giáo trình không cho phép ta đưa tất cả những điều đó 
vào mà ở đây ta chỉ đề cập một truờng hợp đơn giản nhất là vỏ trụ chịu áp lực bên trong. 
            Ví dụ với vỏ trụ như hình 21.46a, xét phân tố được tách ra bởi các mặt cắt qua 
kinh tuyến và vỉ tuyến (xem hình 21.46b).  

Hình 
21.43: 

Vỏ trụ kín

1

2 

   Hình 21.45:  
       Sơ đồ tính 

toán 

r2 
p 

θ 

1 

2 

       Hình 21.44: a)Vỏ trụ được cố 
định cả hai biên 

b) Sơ đồ tương đương

a) b) px
Pz 

1 1

2

M 
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 Các phương trình được rút gọn lại như sau: 
                 - Chiếu tất cả các lực xuống trục của vỏ, ta có: 

0dxRdpRddT 11 =+ ϕϕ  
                 - Chiếu các lực xuống phương pháp tuyến: 

0dxRdpdRdQddxT n2 =⋅⋅+⋅⋅+⋅− ϕϕϕ  

                 - Lấy tổng mô men của các lực với trục y:  
                                                             1dMQdx +  
            Từ phương trình đầu ta có:       dxpCT 11 ∫−=  
            Nếu pt=0 thì T1 là hằng số.  
            Từ phương trình thứ hai ta có:   

                                                             
R
Tp

dx
dQ 2

n
1 −=                                         (21-56) 

            Phương trình thứ ba cho ta liên hệ: ς=
dx

dM1                                             (21-57) 

            Vì tính chất đối xứng nên những phương trình cân bằng khác luôn luôn thoả mãn. 
            Kí hiệu w là chuyển vị theo phương bán kính và ς 
là góc xoay của pháp tuyến mặt trung gian (hình 21.47), ta 
dễ dàng tìm thấy tương quan:       

                                           ς=
dx
dw               (21-58) 

             Độ giãn dài tỉ đối của một thớ AB cách mặt trung 
gian một khoảng cách z do uốn gây nên là:    

                                           
dx
zdς  

             Độ giãn dài toàn phần của AB phải tính đến độ giãn do lực dọc trục gây ra: 

                                                         
dx
dz1z1
ς

+ε=ε                                                  (21-59) 

a) 

dx

x

T2 dx

M2dx

T1Rdϕ 

M1R dϕ 

QR dϕ 

Pn R 
dϕdx

PtR dϕdx

(M1+dM1) R dϕ 

(T1+dT1) R dϕ 

M2dx

T2 dx

(Q1+dQ1) R dϕ
dϕ

dϕ 

x 
dx 

Rdϕ 

b)

                 Hình 21.46: Vỏ trụ chịu 
áp suất bên trong (a) và   

ứng suất uốn khi vỏ lực chịu

Hình 21.47: Sơ 
đồ tính chuyển 

vi  w 

w ζ 

p  
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             Trong đó: ε1 là độ giãn tương đối tương ứng của mặt trung gian. 
             Biến dạng dài tỉ đối theo hướng tiếp tuyến vòng sẽ là: 

                                                               
R
w

z2 =ε                                                      (21-60) 

             Các biểu thức (21-59) và (21-60) thay thế cho các biểu thức (21-41) và (21-43). 
Từ định luật Hooke tổng quát ta có: 

                          
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ς

µ++µε
µ−

=µε+ε
µ−

=σ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ς

⋅+µ+ε
µ−

=µε+ε
µ−

=σ

dx
dz

R
w

1
E

1
E

dx
dz

R
w

1
E

1
E

12z1z222

12z2z121

                     (21-61) 

            Từ đó ta dễ dàng xác định các thành phần mô men uốn và lực kéo với các biểu 
thức:                                       

                                             zdzM
2/h

2/h
11 ∫

−

σ= ;    zdzM
2/h

2/h
22 ∫

−

σ=  

                                               dzT
2/h

2/h
11 ∫

−

σ= ;    dzT
2/h

2/h
22 ∫

−

σ=  

            Thay các trị số σ1 và σ2 vào ta có: 
 

dz
dx
dzz

R
w

1
EM

2h

2h

2
121 ∫

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ+ε

µ−
=  

 dz
dx
dzz

R
w

1
EM

2h

2h

2
122 ∫

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅µ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +µε

µ−
=  

                                        dz
dx
dz

R
w

1
ET

2h

2h
121 ∫

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ+ε

µ−
=  

                                        dz
dx
dz

R
w

1
ET

2h

2h
122 ∫

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅µ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +µε

µ−
=  

            Vì ε1, w và 
dx
dς  không phụ thuộc vào z nên: 

∫
−

=
2/h

2/h

hdz ;     ∫
−

=
2/h

2/h

0zdz    ; ∫
−

=
2/h

2/h

3
2

12
hdzz   

           Do đó ta có: 

                                           
( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

ς
⋅⋅µ=

ς
µ⋅

µ−
=

ς
⋅=

ς
⋅

µ−
=

dx
dD

dx
d

112
EhM

dx
dD

dx
d

112
EhM

2

3

2

2

3

1

                               (21-62) 

 
 
                                                                                                                                  (21-63) 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µε+

µ−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅µ+ε

µ−
=

122

121

R
w

1
EhT

R
w

1
EhT
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    Khử ε1 trong hai phương trình (21-63) ta tìm thấy liên hệ: 

                                                          12 Tw
R
EhT ⋅µ+=                                           (21-64) 

             Từ phương trình đầu của (21-62) và từ (21-58), ta có: 

2

2

1 dx
wdDM ⋅=  

Thay vào các phương trình vi phân (21-57) và (21-56), ta được: 

                                                        n
2

4

4

p
R
T

dx
wdD =+  

            Tính T2 từ (21-64) và thay vào phương trình cuối cùng này, ta được: 

RD
T

D
Pw

DR
Eh

dx
wd 1n

24

4

µ−=+  

            Sử dụng các kí hiệu: 

                                                        ( ) 4
22

2

2 k4
hR

112
DR

Eh
=

µ−
=  

                                                            ( )
4

22

2

hR
13k µ−

=                                              (21-65) 

            Phương trinh vi phân trên được viết dưới dạng: 

                                                    ( )

RD
T

D
pwk4w 1n4IV µ

−=+                                     (21-66) 

            Trong đó T1 xem như đã biết, vì đó là hai ứng lực theo chiều trục. Nếu pt=0 thì T1 
được xác định từ điều kiện chịu lực ở hai gối đầu. 
            Khi phương trình (21.65) đã được giải, nghĩa là ta đã có w thì các thành phần mô 
men và nội lực khác đều được xác định. Thực vậy ta sẽ có: 

                                                             
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

′′′=

′′µ=

′′=

wDQ
wDM

wDM

2

1

                                              (21-67) 

            Ta dễ dàng tìm thấy các thành phần ứng suất như sau: 

                                                          

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

±=σ

±=σ

2
22

2

2
1

1

1
1

h
M6

h
T

h
M6

h
T

                                          (21-68) 

            Bây giờ ta đi sâu vào cách giải phương trình vi phân (21-67). Đó là phương trình 
vi phân tuyến tính với các hệ số là hằng số, do đó nghiệm sẽ có dạng hàm số vòng và hàm 
số hypecbôlich. Nghiệm của phương trình vi phân thuần nhất: 
                                                          ( ) 0wk4w 4IV =⋅+                                         (21-69) 
có dạng :           ( ) ( )kxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 43

kx
21

kx +++= −  
            Trong nghiệm đó ta có hai số hạng, một tắt nhanh theo x và một số hạng lại tăng 
lên theo x. Điều đó cho phép ta bỏ qua một số hạng và bài toán sẽ được đơn giản hơn rất 
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nhiều. Kí hiệu ∗w là một nghiệm riêng của (21-66) thì nghiệm tổng quát của phương trình 
vi phân đó sẽ là : 
                    ( ) ( ) ∗− ++++= wkxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 43

kx
21

kx      (21-70) 
            Ta sẽ làm rõ cách giải bằng những ví dụ cụ thể sau đây: 
            Ví dụ 1:Tính ứng suất thành trên thành bình vỏ trụ đựng đầy chất lỏng như hình 
vẽ 21.47. Gọi trọng lượng riêng của chất lỏng là γ. 
            Kích thước cho như sau: R=1m, 
h=5mm, H=5m, vật liệu của vỏ bằng thép 

25 mm/N102E ⋅= , 3,0=µ , 3cm/N01,0=γ  
            Bài giải: Gọi x là khoảng cách từ đáy 
đến điểm đang xét ở trên thành bình. Áp suất 
tại đó là :  
                          ( )xHp −γ=                (1) 
            Ứng lực theo phương dọc trục T1=0, 
vì vậy có thể chọn nghiệm riêng của (21-66) 
dưới dạng :  

                          ( )
Dk4
xHw 4

−γ
=∗             (2) 

            Nghiệm tổng quát sẽ là: 
                 

( ) ( ) ( )
Dk4
xHkxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 443

kx
21

kx −γ
++++= −

     (3) 
            Các điều kiện biên sẽ như sau: 

            Với x=0, w=0 và 0
dx
dw

=  

            Với x=H, M1=0 và Q=0 
            Từ (21-67) và (19-68) suy ra: 

            Với x= H thì 2

2

dx
wd và 0

dx
wd
3

3

=  

            Từ  các điều kiện đó ta có hệ thống bốn phương trình để xác định bốn hằng số C1, 
C2, C3, C4 như sau: 

                   
Dk4

HCC 442
γ

−=+  

                   
Dk4

CCCC 54321
γ

=++−  

                   0kHsineCkHcoseCkHsineCkHcoseC kH
4

kH
3

kH
2

kH
1 =−++− −−  

                                   ( ) ( )+−++ −− kHsinkHcoseCkHcoskHsineC kH
2

kH
1  

                                   ( ) ( ) 0kHsinkHcoseCkHsinkHcoseC kH
4

kH
3 =+−−+             (4) 

            Khử C3 và C4 ta nhận được: 
                 [ ] ( )[ ]=++++− −− kHsinkHcos2ekHsineCkHcosekHcoseC kHkH

2
kHkH

1  

Hình 21.47: Sơ đồ tính ứng 
suất trên thành bình vỏ trụ 

đựng đầy chất lỏng 

h

H
 

x
 

2R

P=γ(H-
x)

γ 
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                       ( )kHcoskHsine
Dk4

HkHcose
k4

kH
4

kH
5 −−−=

γγ  

                 ( ) ( )[ ]+−−+− − kHsinkHcosekHcoskHsineC kHkH
1  

                      ( )[ ] ( ) =−+−+ − kHsinkHcos3ekHsinkHcoseC kHkH
2  

                       ( ) kHcose2
Dk4

HkHsinkHcose
Dk4

kH
4

kH
5 ⋅−−=

γγ                                (5) 

            Từ (21-65) ta có : 
( )

91kH

cm18178,0
5,0100

09,013k 1
4

22

=

=
⋅

−
= −

 

            Rõ ràng trị số 91kH ee −− =  là quá nhỏ so với 91kH ee = , vì vậy ta có thể bỏ qua trị 
số kHe−  trong hai phương trình cuối cùng này. Từ đó ta có: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

γ
= H

k
1

Dk4
C 41 ;   

Dk4
C 42

γ
−=  

0CC 43 ==  
            Thực ra phải nói rằng C3 và C4  không phải là bằng không mà có một trị số nào đó 
song rất bé so với C1, C2. Sự bé đó giống với sự tương quan giữa e-kH  và ekH 
            Nếu phải tính cụ thể thì chúng ta có thể  thực hiện phương pháp đúng dần để giải 
hệ phương trình (5) trên đây. 
            Ta hãy quay lại biểu thức (3). Chú ý rằng C3 và C4 là rất nhỏ nên số hạng thứ hai: 

( )kxcosCkxsinCe 43
kx +  

có thể bỏ qua so với số hạng thứ nhất: 
( )kxcosCkxsinCe 21

kx +−  
            Sai số do sự bỏ qua đó gây ra càng nhỏ khi x càng nhỏ. Với x lớn, giả dụ Hx ≈ , 
sự bỏ qua đó không còn đúng vì lí do C3 và C4 có trị số tương đôi lớn.Thực vậy lúc đó ekx 
lại trở nên cực kì lớn và haisố hạng trên trở nên cùng hạng. Song ngay trong trường hợp 
đó sự bỏ qua trên đây không đưa đến những sai số đáng kể, vì rằng như chúng ta đã thấy, 
trị số mô men uốn và ứng suất lớn nhất lại nằm ở vùng bị ngàm, nghĩa là tại nơi mà sự bỏ 
qua đó cho ta công thức đúng nhất. 
            Với điều nhận xét đó, nếu  phải khảo sát chính các hàm w ở miền w≈H, thì ta có 
nên chuyển gốc hệ  trục toạ độ và như vậy sẽ thay đổi điều kiện biên và do đó cũng bỏ 
qua C3 và C4. Với cách đó hàm số tắt dần với hệ số e-kx sẽ cho phép ta xác định chính xác 
ứng suất trong vỏ trụ ở tại biên thứ hai. 
            Lập luận bỏ qua phần tăng của hàm w và khảo sát phần hàm số tắt dần còn lại 
trong vùng biên của vỏ một cách độc lập với nhau (ta gọi là hiệu ứng biên). 
            Rõ ràng rằng phương pháp đó chỉ có thể ứng dụng cho trường hợp H khá lớn để 
trị số e-kH có thể bỏ qua so với e+kH. Giả sử sai số cho phép đó là 5%, khi đó ta có: 
                                                        kHkH ee05,0 −<  

            Do đó :                          5,105,0ln
2
1kH =−>  

            Trong trường hợp đang xét, từ công thức (21-65) 
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( )
116,1

13
5,1

Rh
H

4 2
≈=

−
>

µ
 

            Tóm lại, khả năng xét hiệu ứng ở các biên khác nhau là tuỳ thuộc vào trị số 

Rh
H . 

            Nói cách khác, sự bỏ qua trên đây là cho phép trong trường hợp chiều cao của trụ 
không bé hơn trị số bình quân giữa bán kính và chiều dày.  
                                                          RhH >  
           Ta tính tiếp cho bài toán: 
           Thay C1 và C2 vào biểu thức (3) và tính các đạo hàm ta có: 

                                 

( )[ ]{ }

( )[ ]
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−+⋅
γ

=

=µ=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅

γ
−=

−+−
γ

−=ς

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

γ
=

−

−

−

−

kxcosH21kxsine
k4

Q

w
R
EhT,MM

kxcosH
k
1kxsinHe

k2
M

1kxcoskxsin1kH2e
Dk4

xHkxcosHkxsinH
k
1e

Dk4
w

kx
2

212

kx
21

kx
4

kx
4

                 (6) 

            Để xác định ứng suất lớn nhất ta vẽ 
biểu đồ T2 và M1 (xem hình 21.48). Qua biểu 
đồ đó ta thấy trị số mô men uốn lớn nhất tại 
ngàm và trị số đó giảm rất nhanh khi đi xa 
khỏi ngàm. Ứng lực T2 tại ngàm là lớn nhất  
và giảm nhanh chóng khi càng cách xa ngàm, 
và đồ thị biểu diển T2 là một đường thẳng. 
Phương trình của đường thẳng đó dễ dàng 
được xác định từ biểu thức (6) và (21-64). Với 
trị số x khá lớn: 

                         
( )

( )xHRT

xH
Dk4

w

2

4

−γ=

−
γ

=
 

            Các biểu thức này trùng với các biểu thức được tính với lí thuyết mô men. Quả 
vậy, từ điều kiện cân bằng của một nửa vòng hình trụ (hình 21.49) ta có: 

               ( )xHRpRT
dxT2dxpR2

2

2

−⋅γ==
=⋅

 

           Như vậy, với những điểm xa ngàm sự 
tính toán ứng suất theo lí thuyết có mô men có 
thể thay bằng lí thuyết không mô men ví mô 
men uốn tại những nơi đó không còn ý nghĩa. 

Hình 21.48: Sơ đồ tính 
ứng suất

M1 cmN7460T2

Đ
ư
ờ
n
g
 
t
h
ẳ
n
g
 

γR
(
H
-
x
)

Hình 21.49: Sơ đồ tính 
ứng suất

T2d
x

T2d
x

2R

dx

p 

R 
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            Ứng suất cực đại là ứng suất tại các điểm bên trong và bên ngoài của vỏ tại ngàm. 
Theo công thức (21-68) trị số các ứng suất chính tại mặt trong của vỏ là: 

0

cm/N537
5,0

6,7463,0
5,0

0

cm/N1790
5,0

6,746
5,0

0

3

2
22

2
21

=σ

=
⋅

⋅+=σ

=
⋅

+=σ

 

            Ứng suất tương đương theo thuyết bền ứng suất lớn nhất là: 
2

minmaxtd cm/N1790=σ−σ=σ  
            Ở mặt ngoài của vỏ ta có: 

2
1 cm/N1790−=σ , 2

2 cm/N540−=σ , 03 =σ 2
td cm/N1790=σ . 

            Nếu ta tính ứng suất lớn nhất theo lí thuyết không mô men và tính với ứng lực kéo 
lớn nhất tại ngàm:                                    HRT2 ⋅γ=  

            Ta sẽ có:                 2
2

2 cmN1000
5,0

50010010
h
T

=
⋅⋅

==σ
−

 

            Như vậy sai số gần gấp hai lần tại ngàm, do đó trong trương hợp này không thể 
tính theo lí thuyết không mô men được. 
            Ví dụ 2: Ống mỏng được cố định bởi hai mặt côn như hình vẽ 21.50. Xác định 
luật phân bố của ứng lực và mô men uốn trong ống. Cho biết l=30cm, R=5cm, 3,0=µ . 
Giả sử pn=pt=0. 

            Bài giải: Ứng lực theo trục là:        
R2

pT1 π
=  

            Bỏ qua lực ma sát trên mặt côn, trị số lực cắt Q được chỉ dẫn trên hình 21.51 và 

xác định bởi biểu thức:                          
R2
3pQ

π
=  

            Nghiệm riêng của (21-56) được chọn dưới dạng: 

hE2
P

RDk4
T

w 4 ⋅π
⋅µ

=
⋅

µ
=∗  

            Nghiệm tổng quát của hàm chuyển vị theo (21-70) có dạng: 

      ( ) ( )
Eh2
pkxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 43

kx
21

kx

π
µ

++++= −  

            Chọn gốc hệ  trục toạ độ là một đầu gốc. 

      Hình 21.50: Ống 
mỏng  

         được cố định bởi 
h i hố

p p p p 

Q 

Q 

T1

T1

300 

600

h
 

R
 

l

Hình 21.51: Sơ đồ 
tính ứng suất và 

mô men 
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            Lập lại tất cả các lập luận như trên ta thấy có thể bỏ qua C3 và C4 khi tính ứng 
suất với điều kiện e-kx

 có thể bỏ qua so với ekl. 

            Ta tính                                 ( ) 4,2430
5,05
09,013kl 4

22 =⋅
⋅
−

=  

            Vậy việc bỏ qua C3 và C4 là cho phép, biểu thức của chuyển vị có thể viết lại dưới 

dạng:                                       ( )
Eh2
pkxcos2CkxsinCew 1

kx

π
µ

++= −  

            Các đạo hàm của w là : 
                                ( ) ( )[ ]kxcosCCkxsinCCkew 2121

kh −++−=′ −  
                                ( )kxcosCkxsinCek2w 12

kx2 +=′′ −  
                                ( ) ( )[ ]kxcosCCkxsinCCek2w 2121

kx3 ++−=′′′ −  
            Thiết lập các điều kiện biên: 

            Với x=0, M1=0 ( 0w =′ ) và 
R2
3pwDQ

π
=′′′=  

            Từ điều kiện thứ nhất ta rút ra được C1=0 và từ điều kiện thứ hai
R2
3pC2 π

=  

            Từ đó:                           ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ

+
π

= −

2
kxcose3kR

Eh
pw kx  

            Các ứng lực có trị số là:              
R2

pT1 π
−=  

                                                        kxcose3kPT kx
2

−

π
=  

            Và trị số mô men uốn là:  

                                     kxsine
kR2
3PM kx

1
−

π
=  

                                     12 MM µ=  
           Từ các phương trình đó ta có thể vẽ các biểu đồ của mô men uốn và ứng lực T1, T2 
như trên hình 21.52. 
            Các ứng suất lớn nhất là tại điểm gần 
vị trí cố định của ống, trị số của chúng là: 

           2
2 cmN898,0

5,0
P449,0

+=−=σ  

          Ứng suất tương đương là:             
          2

31td cmN952,0=σ−σ=σ    
          

 
 
 
CÂU HỎI TỰ HỌC. 

21.1. Thế nào là tấm  và vỏ, phân biệt chúng ? 
21.2. Phương hướng tính ứng suất đối với tấm tròn chịu lực phân bố đối xứng ? 

 Hình 21.52:  
     Biểu đồ mô men và ứng lực

0,449p 
N/cmT2 0,02p N/cm 

M1 

T1=-
0,02pN/cm
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21.3. Các công thức tính ứng suất của tấm tròn ? 
21.4. Sự khác nhau khi tính toán tấm tròn và tấm chữ nhật ? 
21.5. Các công thức tính ứng suất trong tấm chữ nhật ? 
21.6. Cách xét các biến dạng và ứng suất đối với vỏ ? 
21.7. Các biểu thức tính ứng suất đối với vỏ trụ ? 
21.8. Các phương trình cân bằng đối với vỏ đối xứng ? 
21.9. Phương trình tương thích giữa chuyển vị và biến dạng. 
21.10. Tương quan giữa biến dạng và ứng lực ? 
21.11.Ứng suất uốn trong vỏ trụ chịu áp suất bên trong ? 

 
--- --- 
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