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          Chương 22 
KẾT CẤU THANH THÀNH MỎNG 

 
22.1.KHÁI NIỆM. 
          Kết cấu thanh thành mỏng là một dạng thanh theo định nghĩa trước đây, tức là nó 
cũng là một vật thể có kích thước theo một phương lớn hơn rất nhiều so với kích thước 
theo hai phương kia. Thế nhưng kích thước theo một phương trong hai phương còn lại rất 
nhỏ. Và thường chu vi của nó là hở, chúng ta sẽ rõ điều này khi đi vào nội dung  nghiên 
cứu. Và kết cấu thanh thành mỏng có thể xem là một kết cấu đặc biệt. Kết cấu này cũng 
thường gặp trong ngành cơ khí, xây dựng, đặc biệt được ứng dụng trong kết cấu máy bay, 
tàu thuỷ, toa xe...Vì vậy chúng tôi cho rằng việc giới thiệu những vấn đề cơ bản của tính 
toán của kết cấu thanh thành mỏng dưới đây là cần thiết. 
          Ở hình 22.1 biểu diễn một thanh thành mỏng, thanh này có bề dày δ rất bé so với 
chu tuyến S (đường trung bình của mặt cắt 
ngang) và S này lại rất bé so với chiều dài l của 
thanh. Loại kết cấu thanh thành mỏng này có ưu 
việt ở chỗ là trọng lương nhỏ nhưng chịu lực lớn 
cho nên nó được sử dụng trong kết cấu máy bay, 
tàu thuỷ, ô tô, tàu hoả, một số công trình xây 
dựng và cầu.... 
          Tính toán về kết cấu thanh thành mỏng 
cũng là một chuyên đề lớn đã được một số nhà 
bác học như Timôsenko, Vlasốp... nghiên cứu. 
Đặc biệt Vlasôp không những nghiên cứu  về 
tính toán độ bền mà còn nghiên cứu về ổn định, 
về dao động của các kết cấu thanh thành mỏng, vì vậy đôi khi người ta còn gọi là lí 
thuyết của Vlasốp.  Chúng ta làm quen với một số định nghĩa sau: 
               - Mặt cách đều hai mặt bên của một thanh được gọi là mặt trung gian. Giao 
tuyến của mặt trung gian với mặt cắt ngang gọi là đường trung gian. Hình dáng của 
đường trung gian còn được gọi là chu tuyến của mặt cắt ngang. 
               - Thanh có mặt cắt ngang hở thì chu tuyến của nó là một đường hở và thanh có 
mặt cắt ngang là kín thì chu tuyến của nó là một đường kín. 
               - Bề dày δ của thanh cũng có thể không đổi hoặc thay đổi (xem hình 22.2). 
 

22.2. ĐẶC TRƯNG QUẠT CỦA MẶT CẮT NGANG CỦA MỘT THANH THÀNH  
MỎNG HỞ. 
     22.2.1. Toạ độ quạt (trong hệ độc cực). 

Hình 22.2: Bề dày của thanh thành mỏng 

      Hình 22.1:Kết 
cấu một thanh thành 

mỏng 

δ

S

l 

Công ty Hóa Chất Xây Dựng Phương Nam

http://vietnam12h.com



 225

         Giả sử có một đường chu tuyến như trên hình 22.3. Ta chọn một điểm O bất kì trên 
đường đó làm gốc toạ độ và lấy một điểm P bất 
kì trên mặt phẳng chứa mặt cắt ngang gọi là điểm 
cực. Có một điểm A trên đường chu tuyến cách O 
theo đường chu tuyến là  S, ta xét phân tố AB có 
độ dài theo đường chu tuyến là dS (xem hình 
22.3), ta có: 
               - Hai lần diện tích tam giác PAB là: 

dSrd ⋅=ω  
          Trong đó r là khoảng cách từ P đến đường 
tiếp tuyến tại A. 
               - Ta gọi tích phân dưới đây là toạ độ 
quạt của A: 

                                                    ∫∫ =ω=ω
S

0S

rdSd   cm2                                           (22-1) 

               - Toạ độ quạt này về trị số bằng 2 lần diện tích của tia PA quét trong mặt cắt khi 
A chạy từ O đến điểm đang xét. Dấu của toạ độ quạt được xem là (+) khi tia A quanh 
quanh điểm P theo chiều kim đồng hồ và là (-) khi tia PA quay ngược chiều kim đồng hồ. 
Vậy toạ độ quạt phụ thuộc vào vị trí của cực P và gốc toạ độ O đã chọn. 
          Dưới đây chúng ta trình bày cách tính và vẽ các biểu đồ quạt. 
          Ví dụ 1: Cho một đường trung gian và chọn gốc toạ độ O và cực P như trên hình 
vẽ 22.4. 
         Bài giải: Toạ độ A là 2 lần diện tích của tam giác POA: 
                  SaOAPOA ⋅−=⋅×−=ω  
          Đại lượng này mang dấu (-) vì tia PA 
quét từ O→A quay ngược chiều kim đồng hồ. 
          Giá trị của toạ độ quạt tại một điểm trên 
đường chu tuyến được vẽ ứng với tung độ của 
nó kể từ đường trung tuyến (xem hình vẽ 22.4). 
Với cách làm như vậy:  
         Tại điểm (1) sẽ có :      2

1 a−=ω  
         Tại điểm (2) sẽ có :      2

2 a2−=ω  
         Tại điểm (3) sẽ có :      2

3 a+=ω  
         Tại điểm (4) sẽ có :      04 =ω  
(Tại điểm 4 có hai giá trị từ  O đến (3) và từ 
(3)-(4) bằng nhau nhưng ngược dấu) 
         Ví dụ 2: Hãy vẽ biểu đồ toạ độ quạt của 
đường chu tuyến của mặt cắt ngang được biểu 
diễn trên hình 22.5. 
         Bài giải: Với cách chọn gốc O và cực P 
như trên hình vẽ thì khi A chạy trên đường 
PO2 hay P-3, giá trị của toạ độ quạt bằng 
không. 
         Tại điểm (1) :         2

1 a2=ω  

Hình 22.3:Tính diện 
tích quạt trong hệ toạ 

độ độc cực 
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Hình 22.5: 
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         Tại điểm (2) :         2
1 a4−=ω  

         Biểu đồ toạ độ quạt được biểu diễn trên hình 22.5. 
          Ví dụ 3: Trên hình 22.6 biểu diễn một đường chu tuyến tròn hở  với vị trí cực và 
gốc như hình vẽ. Hãy vẽ biểu đồ quạt của nó. 
          Bài giải:  Gọi θ là gốc ở tâm của cung OD=S và r là khoảng cách từ P đến đường 
tiếp tuyến của vòng tròn tại D, r được xác định:  
                                                     RcosR2r −θ⋅=                                                    (1) 

          Vậy toạ độ quạt tại A là diện tích quạt do tia PD quét khi D chạy từ  O→A. 

( ) ϕ−θ==ω ∫∫
ϕ

d1cos2RrdS
0

2

S
A  

          Hay                                ( )ϕ−ϕ=ω sin2R 2
A                                                 (2) 

          Căn cứ vào (2) ta vẽ được biểu đồ quạt như trên hình 22.6b 
     22.2.2. Toạ độ quạt trong hệ trục vuông góc. 
          Trong hệ toạ độ vuông góc Pxy có một đường cong G biểu diễn một đoạn của 
đường trung gian của một mặt cắt ngang nào đó (xem hình 22.7). 
          Một cách gần đúng, ta xem diện tích vi phân dω là bằng hai lần hiệu của hai diện 
tích của hai tam giác PBC và PAC1 , nên ta có: 
                                              xdyydxd −=ω                                                           (22-2) 
         Trong đó x,y là toạ độ của điểm A và (x+dx), (y+dy) là toạ độ của điểm B. 

Hình 22.6: 
Đường chu tuyến hở (a) và biểu đồ toạ độ 

quạt của nó (b) 
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         Chúng ta cũng có thể thiết lập tương quan giữa các toạ độ quạt đối với 2 cực bất kì. 
         Thật vậy: trong mặt phẳng chứa đường cong G lấy hai cực P1 và P2 với hai trục 
song song P1x1y1 và P2x2y2 như trên hình vẽ 22.8.Toạ độ của cực P2 trong hệ trục P1x1y1 
là a,b. Giả sử đã xác định được toạ độ quạt trên cung OI=S tương ứng với cực P1, bây giờ 
hãy xác định toạ độ quạt của đoạn cung đó với cực mới là P2. 
          Tương tự như trên ta có:        

22222 dyxdxyd −=ω  
          Theo hình 22.8 ta có được quan hệ sau: 

byy;axx 1212 −=−=  

                 Vậy:                              ( ) ( ) 11112 dyaxdxbyd −−−=ω  
          Lấy tích phân hai vế dọc theo OI, ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )10110112 yyaxxbSS −+−−ω=ω  
          Trong đó x1 và y1  là toạ độ của điểm I và x10 ,y10 là toạ độ của điểm O trong hệ toạ 
độ P1x1y1. Nếu có một hệ trục bất kì song song với chúng là Pxy chẳng hạn (xem hình 
22.8) thì ta có thể viết ω2 dưới dạng mới: 
                                     ( ) ( ) ( ) ( )0012 yyaxxbSS −+−−ω=ω                                    (22-3) 
          Từ biểu thức (22-3) ta có nhận xét sau đây: Khi thay đổi vị trí cực P, nghĩa là giá trị 
a, b thay đổi thì toạ độ quạt sẽ thay đổi một trị số tỉ lệ bậc nhất đối với các toạ độ x,y. Khi 
thay đổi vị trí gốc O trên cung, nghĩa là thay đổi vị trí toạ độ x0,y0 thì toạ độ quạt thay đổi 
một hằng số. 
     22.2.3. Đặc trưng quạt và cách xác định chúng. 
          Cũng như trong chương đặc trưng hình học trước đây, ta có các định nghĩa sau đây: 
               - Gọi mô men tĩnh quạt là biểu thức sau: 
                                                ∫∫ω=ω

F

dFS   (cm4)                                                    (22-4) 

               - Gọi mô men qụat đường là: 

                                               

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

ω=

ω=

∫∫

∫∫

ω

ω

F

5

F

5

)cm(xdFJ

)cm(ydFJ

y

x

                                                (22-5) 

               - Gọi mô men tĩnh quạt là tích phân sau: 
                                               ∫∫ω=ω

F

2dFJ    (cm6)                                                  (22-6) 

          Với F là diện tích của mặt cắt ngang; x,y là toạ độ của điểm K nào đó trên mặt cắt 
ngang và ω là toạ độ quạt tương ứng của điểm K đó đối với cực P đã chọn (hình 22.9). 
          Trong trường hợp bề dày δ không đổi thì các biểu thức tích phân trên có dạng như 
sau : 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

ωδ=

ωδ=

ωδ=

ωδ=

∫

∫

∫

∫

ω

ω

ω

ω

S

2

S

S

S

dSJ

xdxJ

ydSJ

dSS

y

x

        (22-7) 

          Rõ ràng nếu biểu đồ toạ độ quạt ω đã 
được xác định thì các tích phân (22-7) có thể 
tính dễ dàng. Nếu các đường chu tuyến có 
những đoạn thẳng thì các tích phân (22-7) có thể 
xác dịnh bằng phương pháp nhân biểu đồ 
VêrêSaghin như trong chương tính chuyển vị. 
          Ví dụ 4: Hãy tính các đặc trưng quạt cho hình 22.6a (trong ví dụ 3). 
          Bài giải: Ta  đã xác định được toạ độ quạt tại điểm A bất kì trên chu tuyến ở vị dụ 
3 là:                                         ( )ϕ−ϕ=ω sin2R 2

A  
          Vậy các đặc trưng quạt theo (22-7) được tính như sau: 

                                     ( ) 0dsin2RdFS 3

F

=ϕϕ−ϕδ=ω= ∫∫∫
π

π−
ω  

( ) ϕϕ−ϕϕδ=ω= ∫∫∫
π

π−
ω dsin2cosRdFxJ 4

F
y

 

( ) ϕϕ−ϕϕδ=ω= ∫∫∫
π

π−
ω dsin2sinRdFyJ 4

F
x

 

( ) δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
π=ϕϕ−ϕδ=ω= ∫∫∫

π

π−
ω

5
2

25

F

2 R2
3

2dsin2RdFJ  

          Chú ý :                                   dF=δ×dϕ 
          Ví dụ 5: Hãy xác định các đặc trưng của quạt của mặt cắt với chu tuyến của nó 
được biểu diễn trên hình 22.10. 
          Bài giải : Ngoài biểu đồ toạ độ quạt đã được vẽ ở ví dụ 1 (hình 22.10a). Để có 
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Hình 22.10: Biểu đồ toạ độ quạt 
(a) và biểu đồ về giá trị y và x ở 

đường chu tuyến (b),(c)
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được các đặc trưng quạt ta vẽ thêm về giá trị của y và x ở các vị trí của đường chu tuyến 
(xem hình 22.10b, 20.10c). 
          Bây giờ chúng ta lần lượt tính các đặc trưng quạt bằng cách nhân biểu đồ 
VêrêSaghin: 

2
adFdFS

3

SF

δ−=ωδ=ω= ∫∫∫ω  

3
aydFJ

4

F
x

δ
=ω= ∫∫ω  

4

F

axdFJ
y

δ=ω= ∫∫ω  

5

F

2 a
3
7dFJ δ=ω= ∫∫ω  

          Chúng ta có một số định nghĩa cần lưu ý như sau: 
               - Nếu 0JJ

yx
== ωω  thì cực P lúc này sẽ là cực chính. 

               - Nếu Sω=0 thì gốc O tương ứng gọi là gốc chính. 
               - Biểu đồ toạ độ quạt tương ứng với cực chính và gốc chính được gọi là biểu đồ 
toạ độ quạt chính. Mô men quán tính quạt tương ứng với biểu đồ đó được gọi là mô men 
quán tính quạt chính. Như ở ví dụ 4 thì P và O là các cực chính và gốc chính và trị số Jω  
được gọi là mô men quán tính quạt chính. 
          Với các định nghĩa đó việc xác định cực chính, gốc chính là rất quan trọng. Dưới 
đậy chúng ta trình bày cách xác định cực và gốc chính đó. 
          Ta có một chu tuyến của mặt cắt ngang như trên hình vẽ 22.11. Giả sử có hệ toạ độ 
Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt đó. Ta chọn cực P1 bất kì, mà với nó 
ta đã tính được toạ độ quạt ω1 và các đặc trưng khác 
đối với hệ trục toa độ P1x1y1. 
          Gọi P2 là cực chính phải tìm thì theo định 
nghĩa là:                         
                            0xdFJ

F
2y2

=ω= ∫∫ω  

           và             0ydFJ
F

2x2
=ω= ∫∫ω  

          Từ biểu thức (22-3), ta có: 
     ( ) ( )[ ] 0xdFyyaxxbJ

F
001y2

=−+−−ω= ∫∫ω  

   ( ) ( )[ ] 0ydFyyaxxbJ
F

001x2
=−+−−ω= ∫∫ω  

          Cũng như ở trên a và b là toạ độ của cực P2 trong hệ toạ độ P1x1y1. Nếu có một hệ 
trục song song thì cực P2 và P1 trong hệ này có toạ độ là (x2,y2) và (x1,y1) thì trị số a và b 
lúc này là hiệu số của toạ độ x2, x1 và y2, y1. Chú ý như  giả thiết ở trên Oxy là hệ trục 
quán tính chính trung tâm, thì ta sẽ có: 

Hình 22.11: Sơ đồ xác 
định cực và gốc chính 
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⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=−=

−
=−=

y
12

x
12

J

J
yyb

J
J

xxa

y1

x1

ω

ω

                                               (22-8) 

          Đây là công thức để xác định toạ độ của P2 từ vị trí P1 bất kì. 
          Vị trí của điểm gốc chính được xác định từ điều kiện:         Sω=0 
          Trên hình vẽ 22.11 lúc đầu ta chọn một điểm bất kì là M  làm gốc, toạ độ quạt của 
N đối với điểm gốc M được kí hiệu là ωM. Nếu chọn một điểm M0 khác làm gốc thì ta sẽ 
có mối quan hệ trên hình 22.11 sẽ là: 
                                                           0

0

M
M

N
M

N
M ω+ω=ω  

          Vậy:                                          0

0

M
M

N
M

N
M ω−ω=ω  

          Nếu xem M0 là điểm gốc chính thì: 
0dFS

F

N
0M

N
M0

=ω= ∫∫ω  

          Hay                                ( ) 0dFS
F

M
M

N
M

N
M

0

0
=ω−ω= ∫∫ω  

          Suy ra:                              ∫∫∫∫ =ω−ω
F

M
M

F

N
M 0dFdF 0  

          Cuối cùng ta tính được 0M
Mω như sau:       

                                                          
F

dF
F

N
M

M
M

0

∫∫ω
=ω                                              (22-9) 

          Công thức (22-8) cho phép ta xác định được toạ độ quạt của điểm M0 từ điểm gốc 
M bất kì đã chọn ban đầu. 
          Ví dụ 6: Hãy xác định cực chính và gốc chính của chu tuyến hình chữ nhật với bề 
dày δ không đổi như trên hình 22.12. 

a) 

2
a
 

a 

a7
5  

x x x x

y yyy 

P2 

2a2 

2a2

2
a

− 2
a

+

b) c) d) 
ω x y −a 

a 

Hình 22.12: Xác định cực chính và gốc 
chính của chu tuyến hình chữ nhật với 

chiều dày δ  không đổi 

P1 

o o o o 
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          Bài giải: Đầu tiên ta phải xác định hệ trục toạ độ quán tính chính trung tâm của 
mặt cắt này, do bề dày δ không đổi nên hệ trục quán tính trung tâm cũng là Oxy (xem  
hình 22.12a). Như trong chương đặc trưng hình học ta xác định dễ dàng  các đại lượng 
sau đây: 
          Lúc đầu ta chọn P1 là ở góc hình chữ nhật (xem hình 22.12a).Từ đây ta tính được 
toạ độ quạt ω1 (xem hình 22.12b). Để tính các mô men quạt ta phải vẽ thêm các biểu đồ x 
và y (hình 22.12c và 22.12d). Sau đó ta dùng phương pháp nhân biểu đồ VêrêSaghin, ta 
được:                                          

                                                  δ⋅=ω⋅= ∫∫ω
4

F
1y a

6
5dFxJ

1
 

          và                                    δ⋅−=ω⋅= ∫∫ω
4

F
1x a

3
1dFyJ

1
 

δ= 3
x a

3
10J  

  δ= 3
y a

6
7J  

         Cực P2 được xác định nhờ công thức (22-8): 

12 xa
10
1x += ; 12 ya

7
5y +=  

          Ứng với cực P2 và gốc O ta vẽ được biểu 
đồ quạt như trên hình 22.13. 
          Mô men tĩnh quạt đối với gốc O là: 

δ=ω∫∫ 3

F

N
o a

70
38dF  

          Từ công thức (22-9) ta xác định được toạ 
độ quạt đối với gốc chính O: 

         2

3

F

N
o

a09,0
a6

a
70
38

F

dF
=

δ

δ
=

ω
=ω
∫∫

∗  

          Trên hình 22.13 có hai điểm O1 và O2 có 
gốc toạ độ  quạt bằng 0,09a2.Ta chọn O1 gần cực 
P2 là điểm gốc chính. 
22.3.ỨNG SUẤT TIẾP TRONG THÀNH  
MỎNG KHI CHỊU UỐN NGANG. 
          Ứng với bài toán uốn ngang thì trên mặt cắt ngang của thanh phải có hai thành 
phần nội lực là mô men uốn Mx và lực cắt Qy. Như vậy 
chúng ta đã biết để tính giá trị ứng suất pháp ta vẫn sử 
dụng công thức đã được xây dựng trong phần uốn 
thuần tuý:        

                           y
J
M

x

x
z ⋅=σ                    (22-10) 

          Đối với kết cấu thanh thành mỏng ta có thể sử 
dụng khá chính xác công thức Durapski để tính ứng 

Hình 22.14:Sơ đồ 
tính ứng suất tiếp τ

xO 

2 

1 
τ 

r 

y

δ  F cắt 
P

Hình 22.13: Biểu 
đồ quạt

P2 

a
7
5  2a

7
5

2a
35
80

2a
35
52 2a09,0  

2a09,0

O1 

O2 

Công ty Hóa Chất Xây Dựng Phương Nam

http://vietnam12h.com



 232

suất tiếp mà ta đã thiết lập phần tính ứng suất trong chương uốn ngang phẳng: 

                             
δ⋅

=τ
x

c
xy

J
SQ

                     (22-11) 

          Trong đó c
xS là mô men tĩnh của phần diện tích bị cắt lấy đối với trục quán chính 

trung tâm x, δ là bề dày (xem hình 22.14) và xem ứng suất phân bố đều  trên δ. 
          Nếu  trên mặt cắt có xuất hiện thêm lực cắt theo phương x (Qx) thì giá trị ứng suất 
tiếp do Qx sinh ra cũng được tính tương tự: 

                                                                
δ⋅

=τ
y

c
yx

J
SQ

                                                (22-12) 

           Ứng suất tiếp τ này có một tính chất quan trọng là: Ứng suất  tiếp này tạo thành 
một luồng trên mặt cắt. Rõ ràng hợp lực của nó trên toàn bộ mặt cắt sẽ là các lực cắt Qy 
và Qx. Nếu thu gọn hợp lực của các ứng suất tiếp đó về trọng tâm của mặt cắt, nó sẽ gây 
ra một mô men xoắn phụ quanh trọng tâm O của mặt cắt (xem hình 22.15). Có nghĩa là 
khi tải trọng tác dụng tại O thì bài toán uốn ngang phẳng ngoài mô men uốn Mx và lực cắt 
Qy 
còn có một mô men xoắn phụ nữa. Mô men xoắn này sẽ làm cho mặt cắt vênh đi như trên 
hình 22.16. Chắc rằng sẽ có một điểm nào đó để khi tải trọng tác dụng theo phương y đặt 
tại điểm đó thì mô men xoắn phụ này bị triệt tiêu, điểm đó được gọi là tâm uốn. Chú ý là 
mặt cắt ta đang nghiên cứu thì trục y không phải là trục đối xứng nên tâm uốn sẽ lệch 
khỏi trọng tâm O- điểm P chẳng hạn nó nằm trên trục x nhưng lệch qua một bên (xem 
hình 22.15). Bây giờ chúng ta xác định tâm uốn đó. 

          Một cách tổng quát trước tiên ta giả sử tính mô men xoắn nội lực này do ứng suất 
tiếp τ gây ra đối với một điểm P nào đó (xem hình 22.14) thì: 

∫∫ ⋅δ⋅τ=
F

P rdSM  

          Trong đó r là khoảng cách từ P đến phương của ứng suất tiếp τ và dS là độ dài vi 
phân của đường chu tuyến tại ứng suất tiếp đó. Giá trị rdS chính là vi phân toạ độ quạt dω 
của đường chu tuyến đối với cực P. 

   Hình 22.15:  
Luồng ứng suất cắt

e P 

Tâm 
uốn

Tải 
trọng

O x

y 

τ 
Hình 22.16:Mô men  xoắn 
phụ do ứng suất tiếp gây 

ra

P 
Tải 
trọng

P

P
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          Thay giá trị của ứng suất tiếp τ tính từ các biểu thức (22-11) và (22-12) vào MP ta 

có:                                         dF
dF
dS

J
Q

dF
dF
dS

J
Q

M
F

y
y

x

F
x

x

y
P ⋅

ω
+⋅

ω
= ∫∫∫∫ ∗∗  

          Ở biểu thức này có hai tích phân tương tự nhau nên ta chỉ xét một số hạng rồi suy 
ra cho số hạng kia. 
          Ta chỉ xét số hạng sau:      

                                             dF
dF

dSSdF
dF
dS

F

xS

Sx
F

x
2

1
⋅−ω⋅=⋅

ω
∫∫∫∫

∗
∗∗  

          Trong đó S1 và S2  chỉ trị số ω⋅∗
xS  ở vị trí (1) và vị trí (2) (hình 22.14). Rõ ràng tại 

vị trí (1) thì 0Sx =
∗  vì tại điểm đầu Fcăt=0, tại ví trí (2) ở cuối mặt cắt thì 0Sx =

∗  vì trục x 
là trục quán tính chính trung tâm thì mô men tĩnh toàn hình lấy đối với nó phải bằng 
không. 

          Cho nên:                               dF
dF

dSdF
dF
dS

F

x

F
x ⋅ω=

ω
∫∫∫∫

∗
∗  

          Trong đó ta có :                        y
dF

dSx =
∗

 

          Điều đó cho ta biểu thức: 

x
JdFydFS

FF
x ω
∗ =⋅ω⋅=ω⋅ ∫∫∫∫  

          Như vậy cuối cùng ta có mô men nội lực do ứng suất tiếp τ gây ra tại điểm P là:  

                                                   
y

J
J
Q

J
J
Q

M
y

x
x

x

y
P ωω ⋅+⋅=  

          Muốn mô men này triệt tiêu với mọi giá trị Qx, Qy thì phải có điều kiện: 
                                                         0JJ

yx
== ωω                                                   (22-13) 

          Tức là điểm P sẽ là cực chính, khi nó là tâm uốn của mặt cắt ngang. 
          Chúng ta có thể xác định tâm uốn dễ dàng hơn. Thật vậy, chúng ta hãy quan sát lại 
hình 22.15, với cách đặt lực theo phương y (không phải là trục đối xứng), thì các luồng 
ứng suất sẽ tạo thêm một mô men xoắn quamh điểm O. Bây giờ chúng ta dịch chuyển 
điểm đặt lực trên trục x từ O sang điểm P nào đó (xem hình 22.15). Ta thấy hợp lực các 
ứng suất ở cánh trên và cánh dưới với điểm P một mô men thuận chiều kim đồng hồ và 
mô men đó được tính:    

x

2
y

b

0x

y
b

0 J4
bhQ

tdt
J2
hQ

dtT
⋅δ⋅⋅

=
δ⋅

=⋅δ⋅τ= ∫∫  

          Với                                     
2
ht

I
Q

I
SQ

x

y

x

c
xy ⋅⋅δ⋅

δ
=

δ⋅
=τ  

          Trong đó: Qy- lực cắt; c
xS - mô men tĩnh của phần bị cắt; δ- bề dày của mặt cắt; h- 

chiều cao của mặt cắt; b- chiều rộng của mặt cắt; t- biến số từ 0→ b. 
          Còn hợp lực các ứng suất tiếp trong lòng là R chẳng hạn nó gây ra mô men xoắn 
đối với điểm P sẽ là R⋅e có chiều ngược lại với mô men xoắn ở các đế tạo ra. Và hay mô 
men này nếu bằng nhau sẽ xác định được độ lệch e để P trở thành tâm uốn. 
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          Vậy:                                     
2
hT2eR ⋅=⋅  

          Suy ra :                   
x

22

x

22

J4
bh

QJ4
bQh

R
hTe δδ

=
⋅

=
⋅

=  

          Nếu δ nhỏ hơn b và h nhiều thì ta có thể lấy gần đúng: 

2
bh

12
hb

2
h2

12
hI

2323

x
δδδδ

+
⋅

=⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=  

          Ví dụ 7: Xác đinh tâm uốn của mặt cắt ngang chữ     như trên hình vẽ 22.17 Cho bề 
dày của nó là δ không đổi. 
          Bài giải: Trước hết ta chọn hệ trục cxy là hệ trục quán tính chính trung tâm của 
mặt cắt ngang. Lúc đầu ta lấy P1 và O là cực và gốc của mặt cắt (xem hình 22.17a). Biểu 
đồ toạ độ quạt ω1 tương ứng với cực P1 ta đã gặp và được trình bày trên hình đó. Còn 
biểu đồ toạ độ x,y được biểu diễn trên hình 22.17b và 22.17c. 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          Ta nhận thấy biểu đồ toạ x là đối xứng, mà biểu đồ ω1 lại phản đối xứng, cho nên: 

0dFxJ
F

1y1
=ω= ∫∫ω  

          Còn x1
Jω được xác định như sau: 

δ⋅=δ⋅⋅⋅⋅⋅=ω 4
hb

2
h

2
1b

2
bh2J

22

x1
 

          Giá trị mô men quán tính của mặt cắt ngang đối với trục x sẽ là: 

( ) ( )

12

h
2

b

12

h
2

b
J

33

x

δ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δ

−
−

δ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ δ

+
=  

( )
12

b6hhJ
2

x
+δ

=  

          Từ công thức (22-8) ta tìm được toạ độ của cực chính là: 

  0b;
b6h

b3
J

J
a

2

x

x1 =
+

=−= ω  

a) 

h
 P2 P1 

2
bh 2

2
bh 2

O C C C x x x 

y y y b6h
b3
+

 

b 

x2 2
h

2
h

2
h

−
xc b-

x

b-
x

b) c) 

Hình 22.17: Xác định tâm uốn của mặt cắt 
ngang chũ  
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          Tức là P2 nằm trên trục x về phía âm và cách cực P1 ban đầu một khoảng:  

b6h
b3a

2

+
−=  

          Chúng ta cũng có thể suy luận một cách khác: Trước tiên ta xác định mô men xoắn 
nội lực đối với P1:              

                                             
b6h

b3QdS
2
h2M

2

y

b

0
P1 +

=⋅δ⋅τ= ∫  

          Để P2 là cực chính (là tâm uốn) thì mô men đối với nó phải bằng không, nghĩa là: 

                                                  0
b6h

b3QPPQ
2

y21y =
+

+⋅  

          Vậy :                                        
b6h

b3PP
2

21 +
−=  

          Chú ý: Đối với các mặt cắt có hai trục đối xứng thì tâm uốn sẽ trùng với trọng tâm 
của mặt cắt hoặc nếu mặt cắt có một trục đối xứng thì khi tải trọng tác dụng theo trục đó 
(điều này đã được nói và giới hạn trong chương uốn ngang phẳng).  
          Còn đối với những mặt cắt giải chữ nhật đồng  quy tại một điểm (xem hình 22.18) 
thì tâm uốn hay là cực chính là điểm đồng quy đó vì rằng luồng ứng suất tiếp qua điểm đó 
nên không gây ra mô men xoắn đối với nó. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
22.4.BÀI TOÁN XOẮN 
THANH THÀNH MỎNG 
          Đối với những kết cấu thanh thành mỏng thường là những giải chữ nhật hẹp ghép 
lại, vì vậy những tính toán về xoắn đối với hình chữ nhật trong lí thuyết đàn hồi mà ta đã 
giới thiệu trong chương xoắn vẫn có thể sử dụng được đối với các kết cấu thanh thành 
mỏng. Sự phân bố ứng suất tiếp trong thanh thành mỏng được biểu diễn trên hình 22.19a 
và trên bề dày δ được phóng đại như trên hình 22.19b. Hình này chỉ rõ cho ta thấy ở mép 
giá trị ứng suất lớn nhất (giống như xoắn thanh mặt cắt chữ nhật đã gặp ở chương xoắn). 

a) 

δ 
δ 

b)

Hình 22.19: Sự phân bố 
ứng suất tiếp trong thanh 

thành mỏng

S4 

S2 

S1 

S
3
 

δ 4
 

δ 2
 

δ3 

δ 1
 

Hình 22.20:Sơ đồ tính mô 
men xoắn ở mặt  cắt không 

thể kéo dài

Hình 22.18: Tâm uốn của một số 
hình đặc biệt

P 
P P
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          Đối với những mặt cắt như trên hình 22.19a ta có thể tưởng tượng kéo ra thành một 
giải hình chữ nhật có cùng một bề dày không đổi, thì ứng suất tiếp lớn nhất ở giữa cạnh 
 dài và trị số của nó là:              

                                                     
S

M33,3
2

Z
max ⋅δ

=τ                                                  (22-14) 

          Góc xoay được tính với công thức: 

                                                        
SG

lM33,3
3

Z

⋅δ⋅
⋅

=ϕ                                                (22-15) 

          Trong đó: δ- Bề dày của thanh; S- Chiều dài của đường chu tuyến; l- Chiều dài của 
thanh. 
          - Trong trường hợp này xem giải chữ nhật có tỉ số cạnh dài trên cạnh ngắn 
là ∞=δl . Nên hệ số α=0,33 và γ=0,33. 
          Cũng có khi với mặt cắt không thể kéo dài thành một giải chữ nhật như trên hình 
22.20 chẳng hạn thì ta xem mô men xoắn Mz là tổng các mô men xoắn trong từng phần: 

                                     [ ]n
3
n2

3
21

3
1Z S...SS

l3
GM ⋅δ++⋅δ+⋅δ

ϕ
= , Suy ra:  

                                      [ ]n
3
n2

3
21

3
1

Z

S...SSG
lM3

⋅δ++⋅δ+⋅δ
⋅

=ϕ                                  (22-16)  

        Đối với những thanh mỏng hở từ kết quả ứng suất lớn nhất  xuất hiện ở trung điểm 
cạnh dài có thể suy ra ứng suất lớn nhất ở nơi có bề dày lớn nhất. Giả sử đoạn đó là đoạn 
thứ i, thì : 

                                                                

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

δ
=ϕ

⋅δ
=τ

i
3
i

Z

i
2
i

Z
max

SG
lM3

S
M3

                                       (22-17) 

          Giá trị này cũng là góc xoắn ở mặt cắt đó. Từ (22-17) ta có thể có : 

     
l

G
l

G maxi
max

δ
ϕ=

δ
⋅ϕ=τ  

          Đưa giá trị ϕ tính từ (22-16) vào đây, cuối cùng ta có: 

                                                  
n

2
n2

2
21

2
1

maxZ
max S...SS

M3
⋅δ++⋅δ+⋅δ

δ⋅
=τ                       (22-18) 

         - Chúng ta xét trường hợp mặt cắt ngang có chu vi khép kín. Có thể nói sự phân bố 
ứng suất ở loại mặt cắt này khác với trường hợp mặt cắt hở. Nếu mặt cắt khép kín mà 
chiều dày δ của nó không thay đổi như trên hình 22.21, thì ứng suất tiếp cũng sẽ phân bố 
đều theo bề dày. Nếu mặt cắt ngang của thanh mỏng khép kín có bề dày thay đổi như 
hình 22.22a thì quy luật phân bố ứng suất phức tạp hơn. Thật vậy ta thử tách một đoạn 
thanh vô cùng bé có bề dày thay đổi (xem hình 22.22b) chịu xoắn thuần tuý với MZ. 
Chúng ta hãy xét sự cân bằng của phân tố đó. 
          Phương trình chiếu các lực theo trục z ta có: 

dzdz 2211 δτ+=δτ  
           hay                                           2211 δτ+=δτ  
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          Chú ý: Theo luật đối ứng thì τ1 theo phương z ở đường 1 là hướng vào đường 1 
(xem hình 22.22b) và τ2 theo phương z ở đường 2 là hướng ra đường 2, cho nên chiếu lên 
trục z ta có kết quả ở trên. Kết quả này cho ta kết luận là tích số τ⋅δ là hằng số trên chu vi 
của mặt cắt ngang. Như vậy nơi nào bề dày bé thì giá trị ứng suất lớn. Và trị số mô men 
xoắn trên mặt cắt ngang sẽ là:           
                                                      ∫ ⋅ρ⋅δ⋅τ=

S
Z dSM  

          Trong đó ρ là đoạn OA  trên hình 22.23, O là điểm bất kì nào đó trên mặt cắt. A là  
điểm trên phương τ mà ta kẻ đường vuông góc với nó, dS là vi phân của một đoạn chu 
tuyến quanh điểm B có τ tác dụng. Vì τ⋅δ là hằng số nên tích phân trên viết lại như sau:                        

      ∫ρδ⋅τ=
S

Z dSM  

          Biểu thức tích phân này chẳng qua nó bằng hai lần diện tích giới hạn bởi đường 
chu tuyến khép kín của mặt cắt (trên hình 22.23). Nếu kí hiệu diện tích đó là F* thì: 
                            ∗⋅δ⋅τ= F2M Z                            (22-19) 
          Từ đó có giá trị ứng suất tiếp cực đại:   

                           
min

Z
max F2

M
δ⋅

=τ ∗                            (22-20) 

          Góc xoắn ϕ được tính theo phương pháp năng lượng như 
sau: Ta biết rằng trong trượt thuần tuý thì thế năng biến dạng 

đàn hồi tích luỹ trong một đơn vị thể tích là bằng 
G2

2τ . Vậy thế 

năng biến dạng đàn hồi tích luỹ trong phân tố sẽ là:  

G2
dSdzdu

2 ⋅⋅δτ
=  

          Vậy thế năng biến dạng đàn hồi trong toàn thanh sẽ là: 

    ∫∫ δ
δτ

=⋅⋅δτ=
S

22

S

2 dS
G2
lzddS

G2
1u  

Hçnh 22.22. Sæû phán bäú 
æïng suáút tiãúp  khi 
chiãöu daìy thay âäøi

δ=const 

Hçnh 22.21:Sæû 
phán bäú æïng 
suáút tiãúp khi 
chiãöu daìy khäng 

dz

MZ 

 τ1 

 τ2 

1 
2 

a) b) 

 dz 

δ1 δ2 

x

z

y

 τ1 

 τ2 

Hình 22.23: 
Sơ đồ tính MZ 

τ A 

B 

O 

F*

ρ 
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          Mà theo (22-19) thì:                 ∗=δτ
F4

M 2
Z22  

          Cho nên:                                   

∫ δ
⋅

= ∗
S

2

2
Z dS

GF8
Ml

u  

          Biểu thức ∫
S

Sd
δ

 phụ thuộc vào sự thay đổi chiều dày δ theo chu vi của mặt cắt 

ngang; nó cũng là một đặc trưng hình học. 
          Mặt khác, với sự tác dụng xoắn thuần tuý của một mô men ngoại lực là *M  thì 
công của nó bằng  thế năng biến dạng đàn hồi nói trên sẽ là:  

ϕ= *M
2
1U  

          Do đây là bài toán xoắn thuần tuý cho nên mô men nội lực và ngoại lực bằng nhau:                              
M*=MZ 

          Từ đó ta suy ra:                       ∫ δ
⋅

=ϕ ∗
S

2
Z dS

GF4
lM                                              (22-21) 

          Nếu δ là hằng số thì:               

                                                            
δ⋅
⋅⋅

=ϕ ∗2
Z

GF4
SlM                                                (22-22) 

          Ví dụ 8: Tính ứng suất và góc xoắn trong ống thành mỏng cuốn bằng thép lá trong 
hai trường hợp: 
              a/ Khi mép ống được tự do (hình 22.24a). 
              b/ Khi mép ống bị dính chặt (hình 22.24b). 
          Cho đường kính trung bình là D. 
          Bài giải: 
                 a/ Ở phương án thứ nhất:  
           Thanh có mặt cắt ngang hở. Dựa 
vào các công thức (22-14) và (22-15), ta 
có:  

             ( ) δπ
τ

⋅
=

D
M3

1  và ( ) 31 DG
lM3
δπ

ϕ
⋅
⋅

=  

                b/ Với phương án thứ hai:  
           Thanh có mặt cắt ngang kín, thì 
theo các công thức (22-20) và (22-22) ta 
có: 
                                                              

( )

δ⋅
π

=τ

4
D2

M
2

*

2  

          và                                           ( )

δ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π

⋅π⋅⋅
=ϕ 22

*

2

4
DG4

DlM  

Hình 22.24.Ống thành mỏng cuốn 
bằng thép lá: 

a-Khi mép ống được tự do. 
b-Khi mép ống bị dính chặt 

a)

b)

l

l

x 

x 

z

z
y 

y 
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          Để so sánh hai trường hợp  này ta lập tỉ số: 
( )

( ) δ
⋅=

τ

τ D
2
3

2

1     và   ( )

( )
2

2

2

1 D
4
3

δ
⋅=

ϕ

ϕ
 

          Như vậy độ lớn của ứng suất tỉ lệ cùng độ lớn δD  và góc xoắn có tỷ lệ cùng độ 
lớn của 22D δ . Vì D lớn hơn δ rất nhiều do đó với các thanh mặt cắt ngang khép kín có 
độ cứng và khả năng chịu lực lớn hơn thanh tương tự có mặt cắt ngang hở 
 
22.5. ĐỘ VÊNH  CỦA MẶT CẮT NGANG KHI BỊ UỐN 
          Đối  với thanh thành mỏng, đặc biệt là khi mặt cắt ngang là hở, thì khi chịu xoắn 
thuần tuý mặt cắt ngang của thanh sẽ bị vênh. Để xác định độ vênh này chúng ta dựa vào 
các giả thuyết sau đây. 
          Ta giả thiết rằng biến dạng của thanh là bé và như vậy trong quá trình biến dạng 
chu tuyến của mặt cắt ngang  vẫn giữ nguyên hình dáng ban đầu. 
          Chúng ta hãy xét một thanh thành mỏng hở chịu xoắn như trên hình 22.25a. 
Gỉa sử rằng khi chịu xoắn mặt cắt ngang của thanh bị xoay đi quanh một điểm O nào đó 
được gọi là tâm xoắn. 

          Bây giờ chúng ta khảo sát phân tố ABCD như trên hình 22.25b. Sau khi biến dạng 
các điểm sẽ về các vị trí mới, nhưng để xét biến dạng tương đối chúng ta coi như giữ 
cạnh CD, thì điểm A→A′ và B→B′ . Và cạnh DA coi như trượt một góc α và CB trượt 
một góc tương đối β. Góc trượt γ sẽ là tổng α+β.Ta tính các góc đó như sau (hình 
22.25b): 

dZ
AA ′

=α  

          Đoạn A A′  là chuyển vị được tính bằng:   
ϕrdAA =′  

          Trong đó:- r là khoảng cách từ tâm xoắn O đến tiếp tuyến với chu tuyến tại 
điểm A (xem hình 22.25c); dϕ- là góc xoắn tương đối của AB so với CD. 

          Vậy :                                         θ⋅=
ϕ

=α r
dz
rd  

          θ- góc xoắn tỉ đối của thanh. 
          Nếu gọi W là chuyển vị của các điểm trên mặt cắt theo phương của trục Z. Ta có : 

M* 

a) 

dz 

A B 
C D 

zM*

A 

B 

O 

r 

b) c) 

Hình 22.25: Thanh thành mỏng hở chịu 
xoắn

A

B

A′

B′

D

C

α 

β 
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dS
dW

=β  

          Vậy góc trượt γ sẽ được tính như sau:   

                                                     
GdS

dWr τ
=+θ=γ    (theo Hooke) 

          Với giả thiết nêu trên ta có thể coi trên đường trung gian góc xoay của thành mỏng 
tại đó bằng 0, nên 0=τ , vậy ta có:  
                                                   ω⋅θ−=⋅θ−= ddSrdW  
          ( chú ý: dω chính là vi phân toạ độ quạt của chu tuyến mặt cắt ngang).  
          Lấy tích phân đó ta có:       
                                                    ∫ ω⋅θ−=ωθ−= dW                                           (22-23) 
          Theo công thức (22-23) ta thấy  chuyển vị W chính là độ vênh của các mặt cắt, nó 
phụ thuộc vào góc xoắn tỉ đối θ và toạ độ quạt ω . 
          Sự thay đổi θ dọc trục z tạo nên một hệ ứng suất tiếp phụ. Thật vậy giả sử ta xét 
một đoạn thanh dz (xem hình 22.26a), nó sẽ có biến dạng theo dz sẽ là: 

          ω⋅
θ

−==ε
dz
d

dz
dW

z  

          Và ứng suất pháp tương 
ứng σz sẽ là: 

         
dz
dEz
θ

⋅ω−=σ   (22-24) 

          Giả sử σz là một hàm số 
biến thiên theo z, tại mặt trước 
có σz tác dụng  thì mặt sau tăng 
thêm một lượng dz sẽ có 

zz dσσ + tác dụng (xem hình 
22.26b), Chính sự chênh lệch 
của ứng suất pháp này mà trên 
các thành mặt cắt phải xuất 
hiện ứng suất τ để đảm bảo sự 
cân bằng của phân tố dưới tác 
dụng của chúng (xem hình 22.26b).Chiếu tất cả các lực lên trục z, ta tìm thấy giá trị: 

                                                       ∫ ⋅
σ

−=δ⋅τ
cF

z
z dF

dz
d  

         Trong đó Fc là phần diện tích trên mặt cắt ngang của phân tố đang xét. Thay trị số 

σz từ (22-24) vào đây ta có :                ∫ω
θ

=δ⋅τ
F

2

2

z dF
dz
dE                                         (22-

25) 
          Ta nhận thấy rằng ứng suất tiếp trên đường trung gian cũng như các điểm khác trên 
các mặt cắt vẫn khác không. Tức là ngay đường chu tuyến cũng bị vênh, cho nên các 
công thức đã xây dựng mang tính gần đúng. 
 
22.6. XOẮN KIỀM CHẾ THANH THÀNH MỎNG CÓ MẶT CẮT HỞ. 

a)

dz

τz 

σz+dσz 

σz+dσz 

σz 

FC

b) 

Hình 22.26:sự xuất hiện hệ ứng suất 
pháp và  ứng xuất tiếp khi θ  thay 

đổi
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          Một thanh thành mỏng được xem là chịu xoắn kiềm chế khi ở nơi nào đó của thanh 
có những liên kết hạn chế độ vênh của mặt cắt ngang.Ví như  thanh chịu ngàm một đầu, 
đầu kia tự do hoặc những gờ cứng được hàn vào thanh... 
          Dưới đây ta xét một thanh ngàm một đầu và một đầu tự do chịu xoắn thuần tuý như 
trên hình 22.27. Ở nơi ngàm thi thành phần chuyển vị W bằng không, ở đây không có sự 
vênh được. Nhưng càng xa đầu ngàm  thì sự xoắn càng tự do nên độ vênh của mặt  cắt 
ngang càng lớn. Với bài toán xoắn thuần tuý nên lực dọc và mô men uốn đều không có. 
Cho nên thành phần ứng suất pháp do xoắn gây ra phải rạo ra một hệ nội lực cân bằng. Vì 
vậy ta có:                    0ydF

F
Z =σ∫ ;  0xdF

F
Z =σ∫ ;   0dF

F
Z =σ∫  

          Thay giá trị σZ  tính ở biểu thức (20-24) vào đây ta được: 
                                         0ydF

F

=ω∫ ;   0xdF
F

=ω∫  ;  0dF
F

=ω∫  

          Toạ độ quạt ω được tính với tâm xoắn. Hai biểu thức đầu chứng tỏ tâm xoắn trùng 
với cực chính của mặt cắt và tâm xoắn cũng trùng với tâm uốn. Tích phân thứ 3 cho ta 
xác định gốc chính của toạ độ quạt ω. 
          Mô men xoắn do ứng suất tiếp tạo nên gồm hai đại lượng:  
                                                         21Z MMM +=  
          M1 - Mô men xoắn do ứng suất vòng gây nên (xem lại hình 22.19). Trị số này được 
xác định như sau                                θ= 01 GJM                                                   (22-26) 
          Trong đó: J- là một đặc trưng hình học của mặt cắt ngang mà ta gọi là độ cứng khi 
xoắn (xem chương xoắn thuần tuý). Chẵng hạn với một mặt cắt ngang , nếu có thể triển 
khai thành một giải hình chữ nhật thì công thức (22-15), J được tính như sau: 

3
SJ

3 ⋅δ
=  

          Hoặc mặt cắt không thể khai triển thành giải chữ nhật thì : 

     
3

S.....SSJ n
3
n2

3
21

3
1 δ++δ+⋅δ

=  

          M2 là mô men xoắn luồng τZ gây ra (xem hình 22-26): 
    ω⋅δ⋅τ=⋅⋅δτ= ∫∫ ddSrM

F
z

S
z2  

          Đưa giá trị τZ từ biểu thức (22-25) vào đây ta có : 

ω⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ω

θ
= ∫ ∫ ddF

dz
dEM

F F
2

2

2
C

 

          Dùng phương pháp tích phân đoạn, ta có thể viết lại như sau: 

     [ ]∫ ∫ω−ωω
θ

= FFd
dz
dEM 2S

S2

2

2
2

1
 

          Nhưng                                        0Fd 2

1

S

S
=ω∫  

                    ( nhìn vào hình 22.10 thì hiểu được điều này) 

          Vậy:                                       2

2

2 dz
dEJM θ

−= ω                                               (22-27) 

          Cuối cùng ta được mô men tổng cộng sẽ là:  
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2

2

Z dz
dEJGJM θ

−θ= ω  

          Nếu ta đặt 2

EJ
GJ

α=
ω

 thì phương trình vi phân trên sẽ được viết lại : 

                                                         
GJ
M

dz
d Z2

2

2

α−=θα−
θ                                       (22-28) 

          MZ  là  một  hàm đối với z, xem như đã biết theo điều kiện bài toán. 
          Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân đó là : 
                                                     *

21 zchCzShC θ+α+α⋅=θ                               (22-29) 
          Trong đó :θ* - là nghiệm riêng của phương trình vi phân bậc 2 (22-28); các hằng số 
tích phân C1 và C2 được xác định từ điều kiện biên (liên kết) của thanh. 
          Ví dụ 9: Xác định ứng suất pháp và ứng suất tiếp trong thanh chữ  I ngàm một đầu 
và một đầu tự do chịu xoắn như trên hình 22.27. Các dự kiện cho như sau: h=200mm; 
b=100mm; δ=10mm; l=1m; µ=0,3; 27 cmN102E ⋅=  ; MZ=M*= hằng số. 
          Bài giải:  Sử dụng phương trình (22-28):   

*22
2

2

M
dz
d

α−=θα−
θ  

          Ta chọn nghiệm riêng dưới dạng:   

GJ
M*

=θ∗  

          Vậy nghiệm tổng quát sẽ là:        

EJ
MzchCzShC

*

21 +α+α⋅=θ  

          Các hằng số C1, C2 được xác định từ các điều kiện biên sau : 
          Tại ngàm  z=0 thì W=0; khi z=l (đầu tự do) ứng suất pháp σZ bằng không. 
          Từ các biểu thức (22-23) và (22-24) ta có thể viết lại như sau: 
          Khi z=0→θ=0 

          Khi z=l→ 0
dz
d

=
θ  

         Cuối cùng ta có một hệ phương trình để xác định C1 và C2 như sau: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

α⋅α⋅+α⋅α⋅

=+

lshClchC

0
GJ
MC

21

*

2  

          Giải hệ phương trình này ta được giá trị các hằng số C1 và C2: 

                                                 =1C lth
GJ
M*

α ;   
GJ
MC

*

2 −=  

          Vậy giá trị góc xoắn tỉ đối sẽ là:     

  [ ]zchzshlth1
GJ
M*

α−α⋅α+=θ  

          Góc xoắn lớn nhất tại đầu mút tự do sẽ là:    
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  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ α

α
−=θ=ϕ ∫ lth

l
11

GJ
lMdz

*l

0

 

         Giá trị ứng suất pháp lớn nhất tại ngàm sẽ là: 

      lth
GJ

EM
dz
dE

*

0z
z αα⋅ω⋅=

θ
ω−=σ

=

 

          Giá trị của mô men xoắn M1 và M2 tại  một mặt cắt bất kì sẽ là: 
[ ]zchzshlth1MGJM *

1 α−α⋅α+=θ=  

[ ]zchzshlth1M
dz
dEJM *

2

2

2 α−α⋅α+−=
θ

−= ω  

          Jω được xác định như đã chỉ dẫn ở phần trên. Ví dụ đối với sắt hình chữ I thì biểu 
đồ toạ quạt chính được  trình bày trên hình 22.28b. Với phép nhân biểu đồ VêrêSaghin ta 

có :                                                   δ⋅=ω
23hb

24
1J  

          Độ cứng khi xoắn của mặt cắt ngang:    

( )hb2
3
1J 3 +δ=  

          Do đó hệ số α được xác định như sau: 
( )

2
6

23

2
2

mm
11008,3

hb
hb2

1
4 −⋅=

⋅
+δ

µ+
=α  

mm
1105,1 3−⋅=α   và      75,1l =α  

          Tra bảng các hàm số hybecbolit, ta tìm được:     

537,0
75,1

0411,0lth
l

1
==α

α
 

          Tiếp theo ta tính được góc xoắn tự do là:     

a) 

h
 

O O Ox x x 

y y y

δ 

4
bh 16

hb2 δ
 

∫
cF

dFω  ω
b) c)

Hình 22.28:Xác định ứng suất pháp và ứng suất 
tiểp trong thanh chữ I ngàm một đầu và một đầu 
tự do (xem hình 22.27); Biểu đồ toạ độ quạt 
(b);Ứng suất tiếp lớn nhất tại giao điểm (c) 

b 
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46,0
GJ

lM*

⋅=ϕ  

           So sánh với thanh mà hai đầu tự do, khi đó góc xoắn của thanh là: 

GJ
lM*

=ϕ  

           Ta thấy khi có ngàm thì góc xoắn ở đầu tự do của nó chỉ bằng 0,46 góc xoắn khi 
hai đầu tự do hoàn toàn. 
          Giá trị ứng suất pháp lớn nhất sẽ là: 

2*3
*

max cmNM10161lth
4

bh
GJ

EM −⋅=αα⋅⋅=σ  

          Chú ý :Thống nhất về đơn vị. 

          Trị số ứng suất tiếp lớn nhất là: ( )hb2
M3

2
1

max1 +δ
=τ        (ứng suất tiếp ở đế ) 

                                                              ∫ωδ
−=τ

ω CF

2
max2 dF

J
M      (ứng suất tiếp ở lòng) 

          Ở ngàm thì M1=0, M2=M* 

          Do đó:                                   0max1 =τ  

          Và                      
δ

±=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ω

δ⋅
−=τ ∫

ω bh
M

2
3dF

J
M *

maxF

*

max2
c

 

2*3
max2 cmNM1075,0 −⋅±=τ  

          Điểm đạt được max2τ  là giao điểm giữa lòng và đế, vì tại đó ∫
cF

dFω là lớn nhất (xem 

hình 22.28c). 
          Tại đầu tự do khi z=l, M1 và M2 có giá trị:  M1 =0,6614M*   và  M2=0,3386M* 
          Lúc này ứng suất tiếp sẽ là :  

2*3
max1 cmNM106,49 −⋅=τ     

2*3
max2 cmNM105,2 −⋅=τ  

          Trong trường hợp xoắn thuần tuý tự do (không có sự kiềm chế) thì: 

( )
2*3

2

*

max1 cmNM1075
hb2

M3 −⋅=
+δ

=τ  

 0max2 =τ  
          Ví dụ 10: Hãy xác định góc xoắn tại A của thanh thành mỏng chịu tác dụng của hai 
mô men xoắn ngược chiều nhau như trên hình 22.29. 
          Bài giải:  Tại mặt cắt A do hai mô men xoắn 
ngược nhau nên khi thanh OB không phải là thanh 
thành mỏng thì sẽ không bị xoay, tức là không có góc 
xoắn. Nhưng ở đây là thanh thành mỏng thì tại A sẽ 
có góc xoắn. 
          Chúng ta viết phương trình góc xoắn tỉ đối cho 
cả hai đoạn OA và AB: 
               1/ Đối với đoạn OA vì MZ=0, nên:     

Hình 22.29:Sơ đồ xá định 
góc xoắn 

O A B 

M* M* 

x

l l 
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zchCzshC 211 α+α=θ  
               2/ Đối với đoạn AB thì:                      

                                                
GJ
MzshCzshC

*

432 +α+α=θ  

          Những điều kiện biên để xác định các hằng số tích phân như sau: 
          Tại z=0, 01 =θ  

          Tại z=l thì:                              21 θ=θ  và 
dz

d
dz
d 21 θ

=
θ  

(Bởi vì tại A thì tính góc xoắn và ứng suất tính  theo công thức của hai đoạn phải như 
nhau, do tính liên tục của thanh). 

          Tại z=2l (tại đầu tự do) thì:    0
dz
d 1 =
θ  vì 0z =σ  

          Dựa vào 4 điều kiện biên trên ta xác định được các phương trình để xác định C1, 
C2, C3 và C4 : 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=
=α+α

=α−α−α

=α−α−α

0C
0l2shCl2chC

0lshClchClchC
GJ
MlchClshClshC

2

43

431

*

431

 

          Giải hệ phương trình trên ta có được các hằng số C1, C2, C3 và C4. 

          Chú ý :                                    
2

eelch
ll α−α +

=α  

                                                            
2

eelsh
ll αα −

=α  

          Các giá trị của các hằng số tích phân trên sẽ là: 

l2chJG
lshMC

*

1 α⋅⋅
α

=  

 C2=0 

 l

*

3 eJG
lthMC α⋅⋅

α
=  

 l

*

4 eJG
MC α⋅⋅

−=  

          Vậy:                                     zsh
l2ch

lsh
GJ
M*

1 ⋅α⋅
α
α

⋅=θ  

          Và góc xắn tại A sẽ là :   

( )1lch
l2ch

lsh
GJ

Mdz
*l

0
1 −α⋅

α
α

⋅
α

=θ=ϕ ∫  

          Giá trị α được xác định từ  biểu thức:     

ω

=α
EJ
GJ2  
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          Góc xoắn A là do độ vênh của mặt cắt  ngang giữa hai đoạn gây ra. 
 
22.7. TRƯỜNG HỢP CHỊU LỰC TỔNG QUÁT CỦA THANH THÀNH MỎNG 
HỞ. 
     22.7.1. Khái niệm về Bimomen. 
          Chúng ta đã biết, khi θ là một hàm số đối với z, thì do sự vênh của các mặt cắt 
ngang mà trên nó xuất hiện một hệ ứng suất tiếp phụ τ2  và ứng suất pháp phụ là:                                            

                                                     
dz
dEz
ω

⋅ω⋅−=σ                                                  (22-30) 

          M2 là một mô men xoắn gây nên bởi ứng suất τ2 ta đã biết ở trên, σz theo (22-30) 
gây nên một nội lực tự cân bằng. Để thoả mãn điều kiện cân bằng đó thì ω phải được tính 
từ cực chính và gốc chính. 
          Bây giờ chúng ta hãy chú ý đến biểu thức sau đây: 

dF
dz
dEdFB

F

2

F
z

θ
ω−=ω⋅σ= ∫∫  

           
dz
dE θ
⋅  là hằng số , nên:    

                                                ω⋅
θ

−=ω
θ

−= ∫ J
dz
dEdF

dz
dEB

F

2                             (22-31) 

           Giá trị B này được gọi là đại lượng Bimomen. 
           Ta thay (22-31) vào (22-24) ta sẽ được: 

                                                              ω⋅=σ
ωJ

B
z                                              (22-32) 

          Biểu thức (22-32) này có dạng tương tự như biểu thức tính ứng suất pháp do mô 
men uốn gây nên mà ta đã gặp trong uốn thuần tuý. Thứ nguyên của Bimomen là N⋅cm2 
và nó là một hệ nội lực tự cân bằng. 
          Dưới đây xin dẫn ra một vài trị số B. 
          Ví dụ với thanh chữ I chịu tác dụng của 
4 lực ở các đỉnh. Bốn lực này tạo thành hai 
ngẫu lực tự cân bằng (xem hình 22.30), thì B 
được xác định như sau: 

i

4

1i
i

F
z PdFB ω=⋅ω⋅σ= ∑∫

=

 

ωi được tính với cực chính và gốc chính. Trong 
trường hợp này các điểm đó trùng với trọng 
tâm của mặt cắt . Do đó ta có:  

                          hbP
4

bhP4B ⋅⋅=⋅=  

          Trên hình 22.30 dễ dàng thấy rằng các 
mặt cắt không có lực dọc vì 4 lực P đó tự triệt 
tiêu và cũng không có mô men uốn vì các mô 
men cũng tự  triệt tiêu.    
     22.7.2. Trường hợp chịu lực tổng quát của thanh thành mỏng. 

Hình 22.30:Sơ đồ xác 
định trị số B với 

thanh chữ I chịu tác 
dụng của 4 lực ở 

P P 
P

P

z

l

b h

Công ty Hóa Chất Xây Dựng Phương Nam

http://vietnam12h.com



 247

          Khi chịu lực tổng quát thì hệ ứng suất trên mặt cắt ngang là tổng ứng suất pháp do 
lực dọc, mô men uốn và Bimomen sinh ra: 

ω⋅+⋅+⋅+=σ
ωJ

Bx
J
M

y
J
M

F
N

y

y

x

xz
z  

          Và ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang sẽ do các mô men xoắn Mz, do mô men kiềm 
chế và các lực cắt Qy, Qx sinh ra. 

δ⋅

⋅
=τ

x

xy
Q J

SQ
y

 ;   
δ⋅

⋅
=τ

y

yx
Q J

SQ
x

;   
S

M3
2

Z
1 ⋅δ
=τ  

          hoặc                               
n

3
n2

3
21

3
1

maxZ
1 S....SS

M3
⋅δ++δ+⋅δ

δ⋅
=τ  

          và                                         ∫ω
θ

⋅
δ

=τ
cF

2

2

2 dF
dz
dE  

          Ví dụ 11: Hãy tính góc tỉ đối của thanh chịu lực như trên hình 22.30. 
          Bài giải: Do các lực ngược chiều từng đôi một nên MZ=0, nên nghiệm của phương 
trình (22-28) sẽ là:                     zchCzshC 21 α+α=θ  
          Với điều kiện biên: 
          Tại z=0 →   B=P⋅h⋅b 
          Tại z=l  →    W=0 

          Căn cứ  (22-31) và (22-23) ta có:  
ω=

⋅⋅
−=α⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

EJ
hbPC

dz
d

1
0z

 

          Từ z=l thì                           0lchClshC 21 =α+α  
           Từ đây ta xác định được C1 và C2, vậy:     

[ ]zshzchlth
EJ

Pbh
⋅−⋅α⋅α

α
=θ

ω

 

          Nếu như l rất dài thì  thαl≈1 và  ze
EJ

Pbh α−

ωα
=θ . 

          Với biểu thức này ta thấy θ sẽ nhỏ dần theo toạ độ z. 
          Ví dụ 12: Một thanh chịu lực như trên hình 22.31. Hãy khảo sát góc xoắn ϕ, góc 
xoắn tỉ đối θ và thành phần Bimomen của mặt cắt. Sau đó tính ứng suất trên mặt cắt 
ngang của nó. 
          Bài giải: Trong trtường hợp này lực P không những gây ra kéo, uốn mà còn gây ra 
sự  xoắn đối với thanh. Về mặt ngoại lực thì Mz=0 ở mọi mặt cắt cho nên giá trị góc xoắn 
tỉ đối theo (22-28) sẽ là:             zchCzshC 21 α+α=θ  
          Với hệ toạ độ chọn như trên hình vẽ, thì các điều kiện biên sẽ là : z=0 và z=l thì 
θ=0, từ đó chúng ta tìm được Bimomen sẽ là:   

A
F

PdFB ω⋅=σω= ∫  

          ωA là toạ độ quạt của điểm đặt lực đối với cực chính và gốc chính (A chính là tâm 
xoắn đã được xác định ở hình 22.15). 

          Từ (22-31) ta có:        
ωω==

−=
ω⋅

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

EJ
B

EJ
P

dz
d

dz
d A

lz0z
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          Với các hệ thức này ta xác định được C1  và  C2 như sau: 

ωω α
=

α
−α

⋅
α

−=
EJ
B

C;
lsh

1lch
EJ
B

C 0
2

0
1  

          Vậy góc xoắn tỉ đối sẽ là:  

( )[ ]z1shlshzsh
lsh

1
EJ
B0 −α+α−⋅α

αα
=θ

ω

 

          Và góc xoắn tương đối giữa hai mặt cắt ở gốc toạ độ và mặt cắt ở toạ độ z sẽ là : 

( )[ ]zlshlshzsh
lsh

1
JE

B
dz 2

0
z

0

−α+α−α⋅
α

⋅
⋅⋅α

=θ=ϕ
ω

∫  

          Các biểu đồ biểu diễn các đại lượng ω, ϕ, θ và B được trình bày trên hình 22.31. 
Ứng suất pháp tại một điểm bất kì nào đó trên mặt cắt ngang sẽ là: 

 

ω⋅+⋅+⋅+=σ
ωJ

Bx
J
M

y
J
M

F
N

y

y

x

xz
z  

          Trong đó các giá trị tuyệt đối của các thành phần nội lực là: 

PN z = ;  
2
hPM x ⋅= ;   0y xPM ⋅=  

          Và Bimomen được xác định: 

( )[ ]zlshzsh
lsh

1B
B 0 −α+αα

α
⋅

α
−=  

CÂU HỎI TỰ HỌC 
22.1. Cách xác định đặc trưng quạt của một hình phẳng ? 

Hình 22.31: Sơ đồ xác định ϕ, θ, B của một 
thanh chị lực

ϕ 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

2
lch

11
EJ
B0

αω

θ 

lch
1lch

EJ
B0

α
αα

ω

−
⋅

B 

B0 

B1 

2
lch

B0

α

 

P 

P 
z 

x 
yO 

x

c y

x
c
 

ω 

ωA 

A 

A 
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22.2. Các đặc trưng của một mặt cắt ngang là gì ? Cách xác định chúng. 
22.3. Các biểu thức để tính ứng suất tiếp trong các thanh thành mỏng ? 
22.4. Một thanh thành mỏng khi bị xoắn sẽ xuất hiện ứng suất như thế nào ? Sự khác 
nhau giữa các mặt cắt ngang là hở và mặt cắt ngang là kín ? 
22.5. Nói về sự xoắn kiềm chế. 
22.6. Đại lượng Bimomen là gì ? Khi nào thì  xuất hiện nó ? Cách tính ? 
 

---♪♪♪♪♪--- 
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